UNIVERSIDADE ESTADUAL DO OESTE DO PARANA
u CAMPUS CASCAVEL

- CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
unioeste ,
Universidade Estadual do Oeste do Parana LICENCIATURA EM MATEMATICA

EDUARDO ROSSONI ZENI

FELIPE AUGUSTO KLUMB

FELIPE SALATESKI SIMAO
MILENA YUMI HIGASHI

RELATORIO DAS ATIVIDADES DESENVOLVIDAS NO PROMAT
METODOLOGIA E PRATICA DE ENSINO: ESTAGIO
SUPERVISIONADO II

CASCAVEL
2024



Eduardo Rossoni Zeni
Felipe Augusto Klumb
Felipe Salateski Simao

Milena Yumi Higashi

RELATORIO DAS ATIVIDADES DESENVOLVIDAS NO PROMAT
METODOLOGIA E PRATICA DE ENSINO: ESTAGIO
SUPERVISIONADO II

Relatério das atividades desenvolvidas durante o projeto
Promat, apresentado como requisito parcial a aprovacao na
disciplina de Metodologia e Pratica de Ensino: Estagio
Supervisionado II, do Curso de Licenciatura em
Matematica, Centro de Ciéncias Exatas e Tecnoldgicas,
Universidade Estadual do Oeste do Parana, campus

Cascavel.

Orientadores: Dulcyene Maria Ribeiro e Rogério Luis Rizzi

CASCAVEL
2024



Lista de figuras

Figura 1 - Arvore de possibilidades..............co.ovvveiveiveeeeeeeeeeeeeeeseeeee s, 20
Figura 2 - Mapa da regido de Cascavel-PR ..o, 27
Figura 3 - Coftre utilizado pelos professores...........ccvevieeieerieniiienieeiiesie e 37
Figura 4 - Baralho completo do Jogo UnNO........cceeevieriiieiieiieeiieeieceee e 40
Figura 5 - Tabela de tempos ......cc.ooiiiiiiiiiiiiiiiceeeee e 44
Figura 6 - Quadro de temPO........c.ceeeiiiiiiie et 44
Figura 7 - Quadro com desvio de teMPO ......cceeevveeriieriieeiieie et 45
Figura 8 - Taxa de mortalidade...........cccoeveiiiniiiiiiiieeeeee e 49
Figura 9 - Tabuleiro da atividade "Avangando com 0 Resto" .........cccccooeriiniinenne. 50
Figura 10 - Representacao da reSOIUGAO .....ccuveeevvieeiiieeiieeeieeeee et 56
Figura 11 - Malha quadriculada ja preenchida ............cccccooeniininiiniiniiiecce 58
Figura 12 - Classificag@o de sistemas liNeares ...........cceceevverienieriienienennienieneeieneeenne 81
Figura 13 - FOrmas gEOmMELIICAS ......c.cevuieuiiriiiiiiiieeieeeie e 81
Figura 14 - Classificagdo dos sistemas [iNeares............ccceeevueeerrieenieieenree e e 95
Figura 15 - Sistema de duas inCOZNILAS .........coueevueriiriiniirienieieeiereee e 98
Figura 16 - Grafico com trés iNCOZNILAS ........evueeuerieriieriieieniieieeie et 98
Figura 17 - Plano cartesiano da sala ..........cccceeeviieeiiiiciiieciieccee e 112
Figura 18 - Quadrantes do ciclo trigonomMeEtrico. ......cooueereeriiienieeiiecieeiee e 112
Figura 19 - Distancia entre pontos I ..........cocoeveriiriininiiniieneeceeeeee e 113
Figura 20 - Distancia entre pontos IL..........cccccoeviiiiiiiieniiieieeeeeee e 114
Figura 21 - Distancia entre pontos IIL.........coccooiiiiiiiiiiieee 115
Figura 22 - Grafico da funco f(xX) = 3X + 4 .coooeriiiiiieeeeee 117
Figura 23 - Coeficiente angular da fung@o f(x) = 3x +4..ccooiiiiiiiniiniicricieee 118
Figura 24 - Coeficiente angular de uma fungo...........ceeceeeieiniiniiiniiniienieee 118
Figura 25 - Processo para encontrar equacgdo geral dareta l..........coccoeiiiiiiniiennnn 119
Figura 26 - Processo para encontrar equacdo geral dareta IL.........cccoceeveiiiniincnnen. 120
Figura 27 - Problema da choupana ............ccccoceiieniiiinienieieceeeeeeeee e 131
Figura 28 - Nomenclatura dos lados de um triangulo retangulo ...........cccceeveeennennnee. 132
Figura 29 - Triangulo retangulo.........ccocuieiiiiiiiiiiiie e 133
Figura 30 - Triangulo retangulo.........cocevieriiiiiinieniiiieeiecee e 133
Figura 31 - Tridngulo retangulo..........cocvieiiieeiieiiieiiecieeciceeee e 134
Figura 32 - Triangulo formado pela Lua, Sol € observador ...........ccceeecveeeeieeennenee. 135

Figura 33 - Obtencao do seno, cosseno e tangente de 45°..........cocevieriinienvicniencnnens 136



Figura 34 - Obtencao do seno, cosseno e tangente de 30° € 60° ..........cceeveerienirennne 137

Figura 35 - Problema do avi@o........ccceecuerieriieiiinieiceieseeicee e 138
FIUIa 36 = PIEAI0 ..eonviiiiiiiieieeee ettt e 138
Figura 37 - Terreno para divIdir ........ccceecieriiiieniiniiieniecceneeeee e 139
Figura 38 - Problema do cilindro...........coccevuieiiriiniiiiiieecieceeeeeee e 140
Figura 39 - Medicao do rio usando trigonometria . .......ccoceeevueereeriieenieeieeneenieenieenne 140
Figura 40 - Problema entrada de [UzZ............cceeeiiiieiiiiciceee e 141
Figura 41 - Elementos da Circunferéncia..........coceeveeuenieneriienieneeieeeesieeie e 146
Figura 42 - Raio da circunfer€ncia ...........cooeevierieneiienienccieseeeeeeeeie e 147
Figura 43 - Ciclo trigONOMELIICO ...eouuiiriiiiiieiiieiiesite ettt 149
Figura 44 - Angulo de 30° graus N0 plano cartesiano................coevweeeeeereeereereeerenens 150
Figura 45 - Seno e cosseno no ciclo trig0NOMELriCO........evververiererienienieeieneenieeens 150

Figura 46 - Sinais que as func¢des Seno, Cosseno e Tangente assumem em cada

QUAATANTE ....teeeniiieeiiee ettt e etee et e et e e et e e estaeeessteeensaaeansaeeasseeeasseeeasseeensseeensseesnnseessseenns 151
Figura 47 - Triangulo retangulo de 1ados a, b € C..cccuvvveivieciiiiciiieieecee e, 152
Figura 48 - Representacdo do teorema de PitAgoras........ccccecvevveverieniineniicnicniennene 152
Figura 49 - Grafico da fungao Seno..........cccceeviiriiniiiiiinienieeceeeeeee e 161
Figura 50 - Grafico da fung@o COSSENO .......cccueruiiriiiiiiiiieeieeeeeeee e 162
Figura 51 - Grafico da fung@o Tangente..........cccceevueeiiieiiieiiienieeiiese e 162
Figura 52: efeito do parametro do grafico de Seno.........ccoceeveevveneiienienenicnieneeene 163
Figura 53 — Grafico da func@o f(X) = XZ.....cocoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 164
Figura 54 - Grafico da fungao f(X) = X3 ..o, 164
Figura 55 - Exercicio sobre fungdo trigonométrica Enem..........cccccoeceiiinniiniinnnne 165
Figura 56 - Roda gigante e fungao trigonometrica .......coooueeeeerieeeiieenieeiiesie e 166
Figura 57 - Graficos de fungdes trigonomeEtriCas ........oceevveevereenerienienieerienienieennns 167
Figura 58 - JOg0 DOrminhoCo.........coueiiiiieniiiiiiieieeeee e 168
Figura 59 - Quebra-cabeca........cccviiiiiieiiiieiiie e e 173
Figura 60 - Desafio RPG L........cooiiiiiii e 176
Figura 61 - Desafio RPG IL......cccoiiiiiiiiiiiiiiciieeceeee e 177
Figura 62 - Desafio RPG IIT ......coouoiiiiiiiiieeeeeee e 178
Figura 63 - Desafio RPG IV ...t e 179
Figura 64 - Desafio Ciclo Trigonomeétrico L.........coceviriiniiiiniininiiiiicnieccnicncee 181

Figura 65 - Desafio Ciclo Trigonométrico IL........c.ccooiviiniiiiniininiiiieneeiecienieeee 182



Lista de Tabelas
Tabela 1 - Fungao f(X) = X .coocevvveeviecieeieeeieeee,

Tabela 2 - Relagdes trigonométricas dos angulos NOtAVEIS .....cceeeeeveeeriveeriiieenneeenne,

Tabela 3 - Valores da fungao seno, cosseno e tangente



Lista de Quadros

Quadro 1 - Bairros de Cascavel ........c.ueiiieiiiiiieeiiee e 44
Quadro 2 - Quadro de candidatos ..........ceeeeviieeiiieiiie e 48
Quadro 3 - Malha quadriculada a ser colorida...........cccoccveeeieniieiieniiciece e 57
Quadro 4 - Nota correspondente as tre€S ProVas .......ceeevcveeerveeerieeerieeenreeerreeeseveesenens 59
Quadro 5 - Nota referente aos trés trabalhos ..............ccceeiieiiiiiiiciii e, 60
Quadro 6 - Preco dos alimentos em dois mercados distintos ...........ccceceereeeieeneennnn. 61
Quadro 7 - Resultado dos dois Mercados ..........cceeeeveeeeiieeeiieeeiee e 62
Quadro 8 - Consumo ideal de calcio POr dia ........ceeveeeeiiieiiiieiie e 65
Quadro 9 - Idade em relagao a quantidade de alunos ..........ccceeeveeeeieeeciie e, 65
Quadro 10 - Ttens da VIAZEIM .........eeiuiiiiieiieiie ettt et e eeeens 86
Quadro 11 - Consumo doS tre€S dIaS.......c.eeeviuiieriiieeeiie et e 100

Quadro 12 - Soma ¢ diferenga de arcoS ..........coovvieeeeiiiieeeciiiee e 153



Sumario

INTRODUGCAO ...ttt 7
SECAO 1 — O USO DE MATERIAIS DIDATICOS PARA O ENSINO DE
GEOMETRIA PLANA E ESPACIAL — RELATO DE EXPERIENCIA .......cccovoiveeeeeeenn. 8
1.1 INTRODUCAO . ..., 8
1.2 OS MATERIAIS DIDATICOS.......cvviuiirrireeineeiseeiesssseesesisessssessesenn 8
1.3 O ENSINO DA GEOMETRIA PLANA E ESPACIAL ......ccceovvivirnne. 10
1.4  RELATOS DE CASOS ...ttt 11
1.5  CONSIDERACOES FINALIS ....ooooeoeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 14
SECAO 2 = PROMAT ... 16
2.1 AULA 01 — Analise Combinatoria (24/08) .......cceeeeeeeriiveeeiieenieeeeieeeeeee e 18
2.2 AULA 02 — Probabilidade e Estatistica (31/08) ......c.ccovueeeriieerieeeiieeiee e 36
2.3 AULA 03 — Matrizes e Determinantes (14/09) ......ccceevvveeeieeenieeeiieeeeiee e 55
2.4 AULA 04 — Sistemas Lineares I (21/09) ......cooouieriiiiiiniiiieieeeeceeeeee e 77
2.5 AULA 05 — Sistemas Lineares IT (28/09)........cccovveeviiieiiieeeiie e 95
2.6 AULA 06 — Geometria Analitica (05/10) ......c.cccvireeiieeeiiieeiieeeiee e 111
2.7 AULA 07 — Trigonometria [ (26/10) .....ccceeiiiiiiiiiiieiieieeieeee e 131
2.8 AULA 08 — Trigonometria IT (09/11)....cccoeriiiiiiiiiieiieieeieee e 146
2.9 AULA 09 — Fungdes Trigonométricas (23/11)....ccceeevvienienciienieiieenieeieeeeeenn, 160
2.10 AULA 10 — GIncana (30/11) .eecueeuerierieienieeieeiesieeie e e 173

SECAO 3 — CONSIDERACAO FINAIS ... 188



INTRODUCAO

O presente trabalho tem como objetivo elencar pontos de nossa trajetoria na disciplina
de Estagio Supervisionado II, mais especificamente do periodo de realizacdo do Programa de
Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de Ensino em Universidades Publicas
- Promat, que ¢ um projeto de ensino desenvolvido por professores e alunos do Curso de
Matematica da Unioeste, campus Cascavel para estudantes de escolas publicas. Foram
realizados dez encontros.

O projeto tem por objetivo atender alunos do Ensino Médio da rede publica estadual de
ensino, que buscam acesso aos cursos superiores, alunos de graduacao e, neste ano, também
tivemos alguns alunos egressos do Ensino Superior, enquanto promove aos graduandos do
curso de Licenciatura em Matematica uma oportunidade de praticar as habilidades que foram
ensinadas no curso. No formato de “Curso Preparatorio de Matematica”, oferta conteudo de
matematica relacionado ao Ensino Fundamental Anos Finais e Ensino Médio, exigido em
vestibulares e no Exame Nacional do Ensino Médio — ENEM.

Para isso, foram elaborados planos de aula, atividades e tarefas para dez encontros, que
fazem parte desse relatério. Além disso, constam relatorios de cada aula ministrada, que
descrevem aspectos observados nas aulas pelos professores-estagiarios. Neste relatorio ainda
enfatizamos nossas atuagdes como professores, relatamos as atividades que deram ‘certo’ e as
atividades que deram ‘errado’, mas que nos permitiram construir experiéncia de ensino com
diferentes metodologias, que nos auxiliardo a ministrar aulas no futuro.

Este projeto se fez relevante na nossa formagao, como futuros professores, pois como o
tempo de aula € maior e sem interrupgoes, torna mais facil o desenvolvimento de aulas baseadas
nas tendéncias metodoldgicas, o que durante a regéncia nas escolas ¢ algo mais dificil de
acontecer. Trabalhar por meio das tendéncias nos proporcionou confianga, dominio e
amadurecimento para atuagdo na profissdo futuramente e aprimorar o processo de ensino-

aprendizagem.



SECAO 1 — O USO DE MATERIAIS DIDATICOS PARA O ENSINO DE
GEOMETRIA PLANA E ESPACIAL - RELATO DE EXPERIENCIA

1.1 INTRODUCAO

A utilizagdo de materiais didaticos no ensino de Matematica tem sido amplamente
defendida como uma pratica essencial para promover um aprendizado mais eficaz e
significativo. Nesse contexto, o ensino de Geometria, tanto plana quanto espacial, pode ser
significativamente enriquecido pela utilizagdo desses recursos, tornando conceitos complexos
mais acessiveis e visualizaveis.

O uso de materiais didaticos manipulaveis, como tridngulos feitos de EVA e sélidos
geométricos, tem se mostrado uma abordagem eficaz para introduzir e reforgar topicos de
geometria. No entanto, segundo Almeida (2015), o ensino da geometria tem sido prejudicado

nas etapas do ensino fundamental e médio.

O ensino de geometria ainda ¢ deixado de lado por muitos professores. Os
conteudos da geometria parecem ndo ter tanta importancia em relagao ao de
outras disciplinas, talvez a razdo esteja na complexidade de suas
representagdes (ALMEIDA, 2015 apud Barros, Silva, 2022).

Considerando esse panorama, busca-se neste texto refletir sobre as potencialidades do
uso de materiais didaticos manipuldveis para superar essas dificuldades de ensino e promover
uma aprendizagem mais interativa e visual. A seguir, serdo apresentados dois relatos de casos
que aconteceram durante nossa regéncia nas escolas e que exemplificam a aplicacdo de
materiais didaticos no ensino de geometria plana e espacial, demonstrando como sua utilizacao

pode contribuir para a melhor compreensdo e fixagdo dos conceitos.

1.2 OS MATERIAIS DIDATICOS

A utilizacdo de materiais didaticos foi uma metodologia adotada em nossa pratica
pedagogica, pois, conforme a interpretagdo de Comenius citada por Lorenzatto, a construgdo
do conhecimento esta intrinsicamente relacionada a experiéncia direta. Os materiais didaticos
funcionam como recursos que possibilitam aos alunos interagir com o mundo real, favorecendo
o desenvolvimento do raciocinio, como enfatizado por Vygotski (Lorenzatto, 2006).

E importante definir o que sdo materiais didaticos. Adotaremos aqui a defini¢do dada

por Lorenzatto (2006), de que o material didatico pode ser qualquer recurso que auxilia no



processo de ensino-aprendizagem, o que poderia ser um giz, uma calculadora, um jogo, uma
embalagem, por exemplo. O autor ainda menciona que

Existem varios tipos de MD [Materiais Didaticos]. Alguns nao possibilitam
modificacdo em suas formas; ¢ o caso dos solidos geométricos construidos em
madeira ou cartolina, por exemplo, que, por serem estaticos, permitem so a
observagdo. Outros ja permitem uma maior participacao do aluno: é o caso do
abaco, do material montessoriano (cuisenaire ou dourado), dos jogos de
tabuleiro (Lorenzatto, 2006, p.18).

Fachi (2022) destaca que, de acordo com Nacarato (2004-2005), o uso de materiais
didaticos ¢ fundamental no ensino de Matematica, pois possibilita a introducao dos alunos ao
contato com objetos concretos. A manipulacdo desses objetos concretos € essencial para
promover uma compreensdo mais eficaz dos contetidos, facilitando a aprendizagem de
conceitos abstratos.

Rodrigues e Gazire (2012) também ressaltam que Passos (2006) apontou que o vinculo
com a materialidade como uma forma de superar as dificuldades de ensino teve sua influéncia
a partir do Movimento Escola Nova, que defendia a importancia do uso de materiais concretos

para que os alunos aprendessem por meio da pratica.

[...] esse apego a materialidade como forma de amenizar as dificuldades de
ensino, teve influéncia a partir do Movimento Escola Nova, que defendia o
uso de material concreto para que os alunos pudessem aprender fazendo. No
entanto, segundo essa autora, muitos professores tiveram uma compreensao
restrita desse processo, ao entenderem que a simples manipulacdo empirica
destes objetos levaria a aprendizagem de conceitos. Porém, essa falsa ideia em
relacdo ao aprender fazendo, ainda que mal interpretada, contrapunha a
postura tradicional da escola, que afirmava que o “uso de materiais ou objetos
era considerado pura perda de tempo, uma atividade que perturbava o siléncio
ou a disciplina da classe” (FIORENTINI; MIORIN, 1990, p. 2 apud
Rodrigues, Gazire, 2012, p 188).

Em nossas agdes em sala de aula, ndo esperdvamos que o uso de materiais didaticos
fosse suficiente, por si sO, para criar um ambiente de ensino-aprendizagem eficaz. Buscamos,
na verdade, um ensino reflexivo sobre os materiais didaticos e seus propoésitos, conforme
destacado por Lorenzatto:

Os MD [Materiais Didaticos] podem desempenhar varias fungdes, conforme
o objetivo a que se prestam, e, por isso, o professor deve perguntar-se para
que ele deseja utilizar o MD: para apresentar um assunto, para motivar os
alunos, para auxiliar a memorizacao de resultados, para facilitar a redescoberta
pelos alunos? Sdo as respostas a essas perguntas que facilitardo a escolha do
MD mais conveniente a aula (Lorenzatto, 2006, p.18).

Trabalhamos com os alunos todas estas fungdes, porém as fungdes que se destacaram
sdo apresentar um assunto e auxiliar a memorizagao de resultados. Para isso, utilizamos dois

materiais principais: tridngulos feitos com EVA para uma aula de revisdo de area de tridngulos



e os solidos geométricos de acrilico disponibilizados pelo Laboratorio de Ensino de Matematica
da Universidade Estadual do Oeste do Parand, para trabalhar conceitos de geometria espacial
relacionados a poliedros, prismas e piramides.

Durante os planejamentos das aulas do Promat, tentdvamos também utilizar materiais
didaticos, tendo em vista o impacto positivo que eles podem propiciar na aprendizagem.
Utilizamos brinquedos, livros de fic¢ao, lanternas, laser, globo terrestre e outros materiais que
apresentaram uma boa recep¢ao por parte dos alunos. Neste artigo, focaremos no uso desses

materiais para o ensino de Geometria plana e espacial.

1.3 O ENSINO DA GEOMETRIA PLANA E ESPACIAL

Durante nossa regéncia, nos deparamos com situagdes que nos motivaram a fazer
reflexdes sobre o uso de materiais didaticos para o ensino de geometria. Uma delas foi, ao
apresentar o conceito de calculo de volume de prismas para alunos do terceiro ano do Ensino
Médio e acompanha-los em suas resolucdes. Uma aluna estava claramente sem saber o que
fazer. Quando perguntamos qual era sua duvida, ela disse que nao sabia como calcular a area
de um quadrado.

Ao nos depararmos com esta pergunta, percebemos como o ensino de geometria plana
foi insuficiente para esta aluna e nos questionamos se isso poderia ser algo recorrente na
educacao brasileira.

Assim como a geometria plana, a geometria espacial ¢ pouco vista no ensino
fundamental e médio e como consequéncia, gera-se uma grande dificuldade de visualizar a
geometria como ela deve ser. Pavanello (2004) comenta que ha uma exclusdo dessa matéria no
curriculo escolar com a chegada da Matematica Moderna, transformando a geometria em algo
mais formal, mais algébrico e menos visual e € claro que com essa exclusdo e/ou esse tratamento
inadequado com a matéria, surgem problemas na formacgao do aluno.

Nio estamos tratando de uma desvalorizagio da Algebra, dizem Settimy e Bairral
(2020). Nao se pode focar em apenas uma vertente, mas desenvolver tanto pensamento visual
dominante na Geometria, quanto o sequencial da Algebra, pois assim conseguiremos estimular
0 pensamento matematico entrelacando os dois conteudos e nao os separando.

As consideragdes de Pavanello (2004) vao além do ensino na Educagdo Baésica,
afirmando que mesmo no ensino superior € visto uma grande dificuldade na geometria por parte
dos alunos

Mesmo nos cursos superiores de matematica constata-se que os alunos apresentam
muita dificuldade em compreender os processos de demonstra¢do ou sdo incapazes de



usa-los ou mesmo de utilizar qualquer tipo de representacdo geométrica para a
visualizagdo de conceitos matematicos (Pavanello, 2012, p.3).

A dificuldade antevista na geometria plana agrava na geometria espacial, visto que a
falta de uma boa base acarreta as duvidas. Conforme as dificuldades forem surgindo, outros
modos de ensino precisam ser pensados. Atualmente com a tecnologia a nossa disposi¢ao,
diversos softwares como o ‘Geogebra 3D’, ‘Tangram 3D’ por exemplo, sdo 6timos auxiliares
para o ensino, mas devem ser bem utilizados. Fassarela e Rocha (2018, p.263) argumentam que

O simples uso do computador, do celular ou de outros recursos tecnologicos néo
garante aprendizagem, por mais promissor que isso possa ser. E necessario que o
professor tome providéncias adequadas para que sua inser¢do na sala de aula

realmente favorega o desenvolvimento das potencialidades individuais e coletivas -
seja facilitando, ampliando ou aprofundando as possibilidades de abordagens [...].

Um método sugerido por Settimy e Bairral (2020) ¢ relacionar as formas geométricas
espaciais com objetos encontrados no dia a dia do aluno, associando o conteudo visto no colégio
com o cotidiano. Por tratar-se de geometria, o processo visual acaba sendo muito impactante
para o aprendizado, entdo elaborar atividades com a utilizagao de recursos visuais relacionando-
as com o mundo que os alunos vivem acaba dando significado e sentido ao ensino da geometria

espacial.
1.4 RELATOS DE CASOS

Planejamos inicialmente uma aula para alunos do segundo ano do Ensino Médio, em
que seria abordado o contetido de célculo de area e perimetro de figuras planas. Para isso,
consoante com o exposto acima, resolvemos utilizar materiais manipulativos para mostrar aos
alunos a intuicdo por tras das formulas de sete figuras geométricas: quadrado, retdngulo,
tridngulo, paralelogramo, trapézio, losango e circulo.

Como nos propusemos em abordar todas essas formulas em uma tUnica hora-aula,
optamos por uma aula mais expositiva. Isto €, acabamos por ndo disponibilizar um material
manipulativo para cada aluno, mas preparamos um sd, o qual foi exposto pelos docentes para
todos da turma.

Os materiais consistiam em pedacgos de cartolina e EVA recortados em formatos dessas
figuras geométricas. Todos esses materiais (exceto o circulo) foram recortados em uma
cartolina quadriculada, com quadrados de lado 8 cm. Esses quadrados foram fundamentais para
que os estudantes pudessem contabilizar a area de cada figura.

Primeiramente, mostramos como calcular a drea de quadrados e retdngulos por meio de

seu preenchimento com quadrados unitarios menores. Para isso, utilizamos um pedago de tecido



TNT de exatamente 1 m? de 4rea e, com ele, fomos preenchendo o piso da sala de aula
(retangular). Foi possivel notar que os estudantes estavam acompanhando o raciocinio por meio
dos feedbacks que nos forneciam.

Com base na ideia de quadrados unitarios, comegamos a utilizar os materiais, pedindo
que os alunos imaginassem que cada um dos quadrados da malha quadriculada da cartolina era
um quadrado unitario. Os materiais didaticos seguiam uma sequéncia logica. Por exemplo,
tendo exposto aos alunos como calcular a area de um retangulo, dobrdvamos uma cartolina
retangular para originarmos um triangulo e, com base nisso, analisar quantos quadrados da
malha quadriculada estavamos descartando para originar a nova figura.

O circulo que preparamos era feito de EVA e composto por duas partes, cada uma em
um semicirculo. Esses semicirculos, por sua vez, eram divididos em vérias “fatias”. Por meio
da manipulacdo do material, mostramos como aproximar a area de um circulo transformando-
o em uma figura semelhante a um retangulo.

Ao fim da aula, pudemos perceber que alguns alunos estavam um tanto cansados, devido
ao fato dela ter sido expositiva e condensada. Sendo assim, para uma aprendizagem ainda mais
efetiva, acreditamos que, fornecer os materiais didaticos aos estudantes teria sido uma boa
escolha. Porém, ainda assim obtivemos resultados satisfatorios. Muitos estudantes acharam
divertido e esclarecedor a dindmica de calcular a area da sala. Alguns comentaram conosco que
acharam intuitivo e logico visualizar o preenchimento do piso da sala como sendo calcular sua
area, o que mostra a eficacia do Material Didatico para a finalidade proposta. Na ocasido, ainda
estava presente a pedagoga da turma, a qual elogiou o uso de materiais concretos para a
abordagem dos conteudos para os alunos.

Para a primeira aula para alunos do terceiro ano do Ensino Médio sobre poliedros,
fornecemos uma tabela a ser preenchida, solidos geométricos em acrilico e papel e figuras
destes poliedros para que os alunos colassem imagens que representassem os poliedros na
tabela. Depois era preciso relacionar os poliedros com os poligonos que compunham cada

poliedro, além de contar e anotar o nimero de faces, vértices e arestas de cada um deles.

Quadro / - Atividade para analise de poligonos

. Poligonos que o e
Figura compdem Nome do N° Faces N° Vértice N° Arestas

poliedro




Fonte: Autores

Manusear o material didatico permitiu que os alunos contassem os elementos dos
solidos e associassem o namero de faces ao seu respectivo nome. Eles ndo tiveram dificuldades
em identificar os poligonos, pois conseguiam verificar facilmente ao observar os s6lidos, mas
a contagem das faces, vértices e arestas foi mais desafiadora, especialmente no caso do
dodecaedro e do icosaedro, pela quantidade maior de faces, vértices e arestas. Durante a
atividade, circulamos entre as mesas, esclarecendo duvidas e auxiliando os alunos na contagem
dos elementos de cada poliedro. Uma aluna ficou com dificuldade de contar o namero de faces
e ndo estava conseguindo encontrar uma maneira de contar. Mostramos, com o sélido em maos,
que ela poderia “separar” as faces em pequenos grupos, para ficar mais facil de contar, assim
ela conseguiu identificar o nimero de faces.

Apos alguns minutos, discutimos a distingao entre poliedros convexos € nao-convexos.
Para ilustrar as caracteristicas dos poliedros ndo-convexos, mostramos dois poliedros, um em
acrilico, fornecido pelo LEM da UNIOESTE e outro construido por nés com uma caixa de
papelao. Explicamos que, ao tracar uma reta em alguns de seus pontos, ela teria mais de dois
pontos de interse¢do com o poliedro, ou seja, "entraria" e "sairia" do poliedro mais de uma vez
e os estudantes ndo mostraram dificuldade em compreender este conceito ao apresentarmos
com a caixa de papeldo. Nas aulas preparatorias para a recuperacao de conteudos, ao final do
estagio, quando perguntamos quem lembrava o que eram poliedros nao-convexos, muitos
alunos mencionaram a caixa de papelao como exemplo para explicar o conceito novamente.

Em sintese, esta aula foi uma oportunidade significativa para introduzir conceitos
fundamentais da geometria espacial. Através da utilizacdo de materiais manipuléveis, como os
solidos geométricos e as imagens dos poliedros, foi possivel incentivar a interagdo dos alunos
com os objetos matemadticos, promovendo uma aprendizagem mais concreta e visual. A
atividade permitiu que os alunos identificassem os poligonos e contassem os elementos dos
solidos, o que gerou desafios, especialmente com poliedros de maior complexidade, mas a
abordagem didatica, que incluiu exemplos fisicos e discussdes sobre poliedros convexos e nao-
convexos, favoreceu a compreensdo das propriedades desses objetos, contribuindo para um

aprendizado mais profundo e significativo.



1.5 CONSIDERACOES FINAIS

O uso de materiais didaticos manipulaveis se mostrou uma estratégia eficaz para o
ensino da Geometria durante nossa regéncia, como visto ao longo deste estudo. A utilizacao de
recursos como solidos geométricos de diversos tipos e figuras planas feitas de cartolina e EVA
permitiu aos alunos uma aproximagao visual e mais interativa com os conceitos matematicos,
facilitando o entendimento de tdpicos, como o calculo de areas, volumes e a identificacao de
caracteristicas dos poliedros.

As atividades propostas revelaram que, além da manipulagdo dos materiais, € essencial
uma proximidade com os alunos a fim de estimula-los a reflexdo e a compreensao dos conceitos.
A utilizacdo de materiais concretos, como os solidos geométricos, demonstrou sua capacidade
de engajar os alunos, proporcionando uma experiéncia de aprendizado mais rica e significativa.
No entanto, como destacado, a simples manipulagdao dos objetos ndo garante, por si sO, a
aprendizagem. A orientagdao do professor, que precisa questionar constantemente os objetivos
pedagogicos de cada material e escolher as abordagens mais adequadas, foi crucial para o
sucesso do processo de ensino.

A caréncia de uma base solida em geometria plana impacta diretamente a aprendizagem
de contetidos mais avangados, como a geometria espacial, evidenciando a necessidade de um
curriculo construtivo que deve ser trabalhado durante toda a educacdo basica, pois os
conhecimentos prévios influenciam na compreensdo de novos conceitos, como visto no ensino
de geometria espacial. Tal curriculo deve se pautar em criar uma sequéncia logica e adequada
para a abordagem do conteudo de geometria, bem como ser posto em pratica por meio de aulas
que utilizem materiais concretos para o melhor entendimento e engajamento dos estudantes.

Concluimos que a integracdo de materiais didaticos manipulaveis no ensino de
geometria oferece um caminho promissor para a superacao das dificuldades historicas que essa
area enfrenta no curriculo escolar. No entanto, o sucesso dessa abordagem depende de uma
pratica pedagogica reflexiva e de uma andlise critica sobre os materiais ¢ métodos utilizados,

garantindo que o ensino seja efetivo, interativo e significativo para os alunos.
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SECAO 2 - PROMAT

O Promat — Programa de Acesso e de Permanéncia de Estudantes da Rede Publica de
Ensino em Universidades Publicas: Um enfoque a Area de Matemética, ¢ um projeto de ensino
institucional totalmente gratuito ofertado anualmente em duas edigdes pelo colegiado do curso
de Licenciatura em Matematica da Unioeste — Universidade Estadual do Oeste do Parana,
campus de Cascavel/PR.

Nesse programa, os estudantes de licenciatura em matematica cumprem parte da carga
horéria obrigatoria do estagio exigida pelo curso, ministrando aulas em grupos de 4 estagidrios
para a comunidade. Pode se inscrever no programa qualquer aluno, seja de colégio publico ou
particular, e os contetidos abordados sdo voltados ao Ensino Fundamental I e Ensino Médio.

Normalmente, as aulas do Promat sdo divididas em dois semestres. No primeiro, os
encontros sao ministrados pelos discentes do 3° ano do curso de Matematica, na disciplina de
Metodologia e Pratica de Ensino da Matematica — Estagio Supervisionado I) e, nos mesmos
moldes, no segundo semestre letivo, as aulas sdo executadas por discentes do 4° ano do curso,
na disciplina de Metodologia e Pratica de Ensino da Matematica — Estagio Supervisionado II.

Os conteudos abordados no primeiro periodo letivo sdo, principalmente, condizentes
com o conteudo para o Ensino Fundamental. No segundo semestre, os contetdos sao
selecionados com um olhar para o Ensino Médio. Os encontros sdo realizados nas dependéncias
da universidade, no periodo da manha dos sdbados, com duragdo de 3 horas e 40 minutos cada,
com um intervalo de 20 minutos. No ano de 2024, as atividades aconteceram aos sabados pela
manhd com inicio as 08:00 e findando as 11:40, dentro do periodo compreendido entre
24/08/2024 ¢ 30/11/2024.

Todavia, como o calendario do ano letivo de 2024 da Unioeste foi atrasado por conta da
pandemia, os conteudos do primeiro e segundo semestre foram ministrados simultaneamente
nessa edi¢ao atipica do programa. Assim, como discentes do 4° ano, ficamos responsaveis por
ministrar os conteudos de Ensino Médio para quatro turmas ao mesmo tempo que os alunos do
3° ano ministravam os conteudos de Ensino Fundamental II para uma tnica turma.

No final do projeto, os alunos participantes recebem certificado de participagdo no
projeto, compativel com a carga hordria frequentada. Tendo em vista a importancia desse
projeto, busca-se trabalhar de forma a romper os possiveis obstaculos que os estudantes tenham
e trazem da escolarizagdo. Para isso, as aulas sdo supervisionadas pelos docentes e preparadas
em quartetos, com varias referéncias, incluindo livros didaticos, materiais manipulativos e

jogos confeccionados pelos proprios académicos.



Utilizamos materiais ludicos e jogos, pois acreditamos que os alunos tém uma fixacao
melhor dos contetidos desta maneira. Também fizemos com que os estudantes trabalhassem em
grupos para que houvesse mais didlogo e interacao entre eles. O cronograma dos conteudos

abordados em cada um dos encontros estd no quadro abaixo.

Quadro 2 - Cronograma dos encontros ¢ conteudos trabalhados

Encontro Data Conteudos
| 24/08/2024 Andlise combinatoria
2 31/08/2024 Probabilidade e estatistica.
3 14/09/2024 Matrizes e determinantes
4 21/09/2024 Sistemas lineares
5 28/09/2024 Sistemas lineares
6 05/10/2024 Geometria analitica
7 26/10/2024 Trigonometria
8 09/11/2024 Trigonometria
9 23/11/2024 Fungdes trigonométricas
10 30/11/2024 Gincana de encerramento

Fonte: Autores



2.1 AULA 01 — Analise Combinatoria (24/08)

Plano de Aula

Publico-Alvo: alunos inscritos no Promat.
Tempo de execugdo: 3 horas e 30 minutos.
Conteudos:

e Analise combinatéria

e Principio Fundamental da Contagem

e Fatorial

e Arranjo Simples

e Permutagdo Simples

e Combinagdo Simples
Objetivo Geral:
(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo diferentes tipos de
agrupamento de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a
estratégias diversas como o diagrama de arvore.
Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com andlise combinatodria, objetiva-se que o aluno seja capaz de:

e Reconhecer o principio fundamental da contagem;

e Identificar as propriedades do fatorial;

e Diferenciar as técnicas de contagem.

Recursos Didaticos: Apostila produzida pelos autores, quadro, giz, slides, lista de exercicios
impressa.

Encaminhamento metodologico:

Iniciaremos com uma atividade de socializagao entre professores e alunos que consistira
em um quiz com conteudo basicos de matematica e raciocinio l6gico. Antes de iniciarmos, os
professores se apresentardo, dardo uma introdugdo sobre como serd o Promat, datas dos
encontros, além de solicitar que os alunos disponibilizem seu nimero para contato, a fim de ter
um meio de comunicag¢ao com todos. Apoés isso, iniciaremos as atividades.

Separaremos os alunos em duas filas. A cada rodada um aluno de cada fila se posicionara
a frente de uma mesa, falarao seus nomes e o que esperam do Promat. Colocarao uma mao no
ouvido e, ao final da leitura da questdo, o aluno que conseguir pegar o objeto da mesa primeiro
terd o direito de responder a pergunta. Se responder corretamente, o aluno ganhara um pirulito.

Caso ndo responda corretamente, o outro colega podera tentar responder.



Principio Fundamental da Contagem

Depois desta socializagdo, comecaremos com uma atividade que estard no material impresso.
A imagem de um trecho da BR entre duas cidades estard impressa. Faremos perguntas de

quantas formas os alunos conseguem chegar de uma cidade a outra.

Exercicio 01 - Observe o mapa da regido de Cascavel-PR. Existem 3 caminhos entre as cidades
de Nova Aurora e Cafeldndia e mais 3 caminhos entre Cafelandia e Cascavel. De quantas

formas pode-se sair de Nova Aurora e chegar em Cascavel, passando por Cafelandia?

Comentarios do exercicio: os professores irdo pedir para que os alunos escrevam e contabilizem

todos os caminhos possiveis fazendo o diagrama de arvore. Ao todo, sdo 9 caminhos possiveis.

Ao finalizar a atividade, formalizaremos o principio da contagem por meio da seguinte
defini¢dao (que estara presente na apostila) e, logo apos, serdo passados dois exercicios aos

estudantes:

Defini¢ao (principio fundamental da contagem): se um problema possui n etapas sucessivas
e independentes, multiplicamos as quantidades de escolhas que possuimos em cada uma das

etapas para determinar o numero total de maneiras de resolvé-lo.

Exercicio 02 (Prado, 2021) — Em um restaurante, ¢ oferecido o prato feito. S6 hé um tipo de
arroz a ser servido, mas o cliente pode decidir entre 2 tipos de feijao (caldo ou tropeiro), 3 tipos
de acompanhamento (carne bovina, frango ou vegetariano) e 2 bebidas (suco ou refrigerante).

De quantas maneiras distintas podem ser montados os pratos?

Comentarios do exercicio: serd feita a resolucdo com base no principio fundamental da

contagem (2 - 3 - 2 = 12) e, ap0s isso, serd montada a seguinte arvore de possibilidades.



Figura 1 - Arvore de possibilidades
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Fonte: Prado, 2021

Permutacio Simples e Fatorial
Exercicio 03 — Vocé possui um estojo estilizado, em que € possivel organizar seus 15 lapis de
cor (todos diferentes) em cada um dos 15 espacos disponiveis. De quantas formas ¢ possivel

organiza-los?

Comentarios do exercicio: utilizando o principio fundamental da contagem, obtemos que ha
15-14-13-...-3-2-1=1.307.674.368.000 possibilidades. Nao sera exigido que os
alunos de fato calculem quantas sdo as possibilidades, apenas que saibam como utilizar o

principio multiplicativo para chegar a resposta.

O objetivo desse exercicio ¢ causar uma surpresa nos alunos com a magnitude desse
nimero, o qual ¢ maior que um trilhdo. Com essa introducao, os professores irdo abordar as
defini¢des de fatorial e permutagdo, bem como definicdo dos conceitos, os quais estarao na

apostila.

Definicao (fatorial): o fatorial de um nuimero natural n nao nulo ¢ o produto de todos os

numeros naturais de 1 até n. Denotamos o fatorial de n por n! . Por definicao, 0! = 1
Exemplos: 4!=4-3-2-1=24; 7!=7-6-5-4-3-2-1=5040

Exercicio 04 — Veja a seguinte expressao numérica: 3 + 3 X 0 + 3. Acredite, a resposta ¢ 3!



Comentarios do exercicio: o intuito dessa questdo ¢ abordar uma cléssica “pegadinha” presente
em alguns posts em blogs de matematica. A expressao numérica dada resulta em 6, que de fato
¢ o fatorial de 3. Entretanto, quando lemos a ultima frase do enunciado, somos levados a

confundir a notagdo de fatorial com um ponto de exclamagdo que encerraria a frase.

Exercicio 05 — Calcule:

a) 5! 120
b) 7!—6! 5040-720=4320
0 = 720
4 337

5!

Exercicio 06 — De quantas formas possiveis podemos organizar as 52 cartas de um baralho

convencional? (Nao € necessario calcular. Apenas mostre utilizando a notacao de fatorial)

Comentarios do exercicio: serdo 52! possibilidades no total. O intuito dessa atividade ¢ discutir
0 quao grande ¢ esse numero. Apos a correcdo, os professores irdo falar aos estudantes o
surpreendente fato de que, se déssemos um baralho para cada uma das 8 bilhdes de pessoas do
planeta e estas os embaralhassem uma vez a cada segundo, seriam necessarios mais de 3 - 10>°

anos para obtermos todas as configuragdes possiveis.

Definicio (permutacdo simples): ao nos perguntarmos quantas sdo as possibilidades de
permutar n elementos diferentes, obtemos n! como resposta. Logo, denotamos a permutacao de
n objetos por P, e a calculamos como sendo:
P, = n!

Exercicio 07 — Vocé possui os 3 primeiros livros da saga de Harry Potter (autoria de J. K.
Rowling), dois livros de George Orwell (1984 e Revolucao dos Bichos) e os livros Flores para
Algernon (Daniel Keyes) e Quarto de Despejo (Carolina Maria de Jesus). Vocé deseja organiza-
los na sua prateleira de modo que livros de um mesmo autor permane¢am juntos. De quantas

maneiras € possivel realizar esta tarefa?

Comentarios do exercicio: devemos perceber que iremos tomar 3 decisdes sucessivas e
independentes: escolher a ordem na qual os autores estardo dispostos; escolher a ordem dos
livros de J. K. Rowling; escolher a ordem dos livros de George Orwell. Como temos 4 autores,

3 livros da primeira autora e 2 livros do segundo autor, os célculos sdo:



P4'P3'P2= 4"3"2|=288

Exercicio 08 — (Enem Digital 2020) Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um anagrama
exclusivamente com as 7 letras que compdem o seu nome, antes do simbolo @. O e-mail terd
a forma *******@site.com.br e sera de tal modo que as trés letras “edu” aparegam sempre
juntas e exatamente nessa ordem. Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br ja foi criado por
outro usudrio e que qualquer outro agrupamento das letras do seu nome forma um e-mail que

ainda ndo foi cadastrado. De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail desejado?

Comentarios do exercicio: podemos analisar essa questdo como sendo a permutagdo dos 5
grupos de letras: “edu”, “a”, “r”, “d”, “o0”. Logo, o nimero de todas as possibilidades ¢ dado
por

P, =5!/=120
Como um desses 120 anagramas ja ¢ utilizado por outro usudrio, restam 119 anagramas

possiveis para Eduardo.

Permutacio com repeticao

Exercicio 09 — Quantos sdo os anagramas da palavra ovo?

Comentarios do exercicio: se as 3 letras fossem diferentes, teriamos P; = 3! = 6 possibilidades
de permutagdo dessas letras. Entretanto, permutar duas letras “o0” ndo altera o anagrama. Logo,
devemos desconsiderar essas permutagdes. Serd explicado aos alunos que, para desconsiderar
permutacdes invalidas, dividimos o nimero de permutagdes de todos os elementos (neste caso,

P;) pelo numero de permutagdes dos elementos que se repetem (neste caso, P,).

P, 3 6

2=_=_=3
P, 2 2

Portanto, ha apenas 3 anagramas, os quais s30: 00V, OVO € VOO.
Exercicio 10 — Quantos sdo os anagramas da palavra arara?

Comentarios do exercicio: novamente, se todas as letras fossem diferentes, teriamos
simplesmente P; = 120 anagramas. Entretanto, devemos desconsiderar as permutacdes das 3

letras “a” e das duas letras “r”. Para desconsiderar as duas de uma tnica vez, basta calcular

Ps 5! 120 120
P,-P, 3121 6.2 12




Os 10 anagramas sao: aaarr, aarar, araar, raaar, raara, raraa, rraaa, arraa, aarra, arara.

Com esses dois ultimos exercicios, os professores terdo base suficiente para abordar a

definicdo de permutacdo com repeticdo, a qual estara escrita na apostila.

Defini¢do (Permutacio com repeticio): A quantidade de permutacdes de n elementos com
repeticao, dos quais ki, k,,...,Kky sdo as quantidades dos diferentes elementos, e n; +
ky, ks, ..., kg = n é dada por:

|
pKikz ki _ I
n kylky! . k!

Exercicio 11 — Em um torneio de futebol, um time obteve 3 vitorias, 5 empates e 2 derrotas,

nas 10 partidas disputadas. De quantas maneiras distintas esses resultados podem ter ocorrido?

Comentarios do exercicio: podemos analisar essa questao como sendo a contagem de todos os
anagramas da sequéncia de letras “VVVEEEEEDD”, em que “V” representa uma vitéria do
time, “E” um empate e “D” uma derrota. Sendo assim, aplicamos a férmula que acabamos de

discutir:
D352 _ 100 10-9-8:7-6
10 " 31.50.21 62

= 2520

Arranjo Simples
Exercicio 12 — Em certa modalidade esportiva das Olimpiadas de Paris 2024, 9 atletas estao
competindo pelas medalhas de ouro, prata e bronze. Quantos diferentes podios podem ser

formados para a competi¢cao?

Comentdrios sobre o exercicio: utilizando o principio multiplicativo, temos 9 possibilidades
para a medalha de ouro, 8 para a de prata e 7 para a de bronze. Logo, o total de possibilidades

¢ calculado por 9 - 8 - 7 = 504.

De acordo com Silva (2022), alguns problemas de contagem que envolvem os conceitos
de arranjo e combinagdo poderiam ser resolvidos apenas utilizando o principio fundamental da
contagem. No caso do arranjo, esse apontamento fica ainda mais evidente devido ao fato de que
calcular um arranjo € realizar exatamente as mesmas contas presentes no principio fundamental
da contagem. Sendo assim, parece até redundante definir uma formula para o arranjo.
Entretanto, ¢ importante definir e discutir a formula do arranjo, visto que ela serve como uma

introdugdo para a abordagem da féormula da combinagdo de elementos.



Defini¢ao (Arranjo): O arranjo sdo os agrupamentos ordenados que podem ser formados com
p elementos de um conjunto de n elementos (n > p). E usada quando se deseja saber quantas
formas distintas existem de se organizar parte dos elementos do conjunto. Para calcular o

arranjo de n elementos tomados p a p, representada por A? devemos ter:

n!
A =——
" (n-p)!

Para a discussdo da formula do arranjo, os professores retomarao o exercicio 09 e irdo

resolvé-lo utilizando o novo conceito introduzido.

Exercicio 13 — Quantos niimeros de quatro algarismos distintos podemos formar apenas com

os algarismos impares?

Comentarios do exercicio: os professores irdo resolver o problema utilizando o principio

fundamental da contagem (5 -4 - 3 -2 = 120) e a formula de arranjo
At 5! 120 120
R T

O intuito de duas resolugdes distintas € reiterar para os estudantes que um arranjo sempre

podera ser visto como uma aplicag@o do principio fundamental da contagem.

Exercicio 14 - Numa turma de 10 alunos, se quiséssemos eleger um presidente de turma e um
vice-presidente, quantas seriam as possibilidades? Mas e se quiséssemos escolher apenas dois

representantes na turma toda (dentre os 10 alunos), as possibilidades seriam as mesmas?

Comentarios do exercicio: usando o principio fundamental da contagem, 10 - 9 = 90. Usando

2% =10-9=90.Em relagdo a segunda parte da questdo, nao sera

a formula de arranjo, A2, =
8l

exigido que os alunos cheguem no exato valor de 45 possibilidades. Sera esperado apenas que

notem que havera menos possibilidades de escolha.

Combinacao
Exercicio 15— Vocé deseja adotar dois gatos de estimagao. No abrigo de animais, ha 5 gatinhos
filhotes que foram resgatados: Siamés, Frajola, Branco, Preto e Laranja. De quantas formas

diferentes podemos escolher os gatos a serem adotados?

Comentdrios da questdo: os professores irdo sugerir que os alunos escrevam todas as 10

possibilidades de escolha que possuem, que sdo: SF, SB, SP, SL, FB, FP, FL, BP, BL e PL.



Apos isso, sera explicado o seguinte raciocinio que justifica a obtengdo do resultado 10 e a
formula de combinagdo: podemos ver esse problema como sendo o de colocar os 5 gatos em
fila e escolher os dois primeiros. Teremos 5! possibilidades de ordenagdes dos gatinhos.
Entretanto, se permutarmos os dois primeiros ou os trés Ultimos, obteremos filas que nos dao
exatamente a mesma escolha para a adog¢do. Sendo assim, precisamos desconsiderar essas
permutagdes:

P 51 120 120

P,-P, 2!-31 2.6 12

Com essa breve explicacdo, sera abordada a defini¢do de combinagdo, ja presente na

apostila

Definicdo (combinac¢io): a combinacdo de n elementos tomados p a p (denotamos por CE)
calcula de quantas formas possiveis podemos escolher p elementos em meio a n (com n = p).

Essa combinagao ¢ calculada da seguinte maneira:

n!

p _
Cn = ol —p)!

n
Exercicio 16 (UFF) — Niter6i ¢ uma excelente opgdo para quem gosta de fazer turismo
ecoldgico. Segundo dados da prefeitura, a cidade possui oito pontos turisticos dessa natureza.
Um certo hotel da regido oferece de brinde a cada hospede a possibilidade de escolher trés dos
oito pontos turisticos ecoldgicos para visitar durante sua estada. Qual ¢ o nimero de modos

diferentes com que um hospede pode escolher trés destes locais, independentemente da ordem

escolhida?

Comentarios do exercicio: temos 8 possibilidades e queremos escolher 3. Logo, utilizando a

féormula para a combinagao de 8 termos tomados 3 a 3, temos:

Exercicio 17 — Truco ¢ um jogo jogado com um baralho de 40 cartas em que, a cada rodada,
cada jogador recebe 3 cartas. O conjunto dessas 3 cartas ¢ popularmente chamado de “mao”.

Sendo assim, quantas “maos” possiveis existem no truco?

Comentarios do exercicio: novamente, aplicando a formula da combinagdo, obtemos:



40! 40-39-38

31-371 6 = 9880

3
C40_

Exercicio 18 — Durante os Jogos Olimpicos, uma equipe de remo pode inscrever até 4 atletas
para competir em uma prova de quatro remadores. Suponha que uma equipe tenha 10 atletas
disponiveis e deseja formar uma equipe de 4 atletas para a competicdo. Quantas diferentes

combinagdes de 4 atletas podem ser formadas a partir dos 10 atletas disponiveis?

Comentarios do exercicio: utilizando a férmula de combinacgao, temos
100 10-9-8-7

a6 2a 20

4 _
ClO_

Avaliacio: A avaliagdo sera feita por meio do acompanhamento da realizagao das atividades



Apostila — Analise combinatoria

Exercicio 01 - Observe o mapa da regido de Cascavel-PR. Existem 3 caminhos entre as cidades
de Nova Aurora e Cafelandia e mais 3 caminhos entre Cafelandia e Cascavel. De quantas
formas pode-se sair de Nova Aurora e chegar em Cascavel, passando por Cafelandia?

Figura 2 - Mapa da regido de Cascavel-PR
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Fonte: Google Maps

Defini¢ao (Principio fundamental da contagem): se um problema possui n etapas sucessivas
e independentes, multiplicamos as quantidades de escolhas que possuimos em cada uma das
etapas para determinar o numero total de maneiras de se resolvé-lo.

Exercicio 02 (Prado, 2021) — Em um restaurante, ¢ oferecido o prato feito. S6 ha um tipo de
arroz a ser servido, mas o cliente pode decidir entre 2 tipos de feijao (caldo ou tropeiro), 3 tipos
de acompanhamento (carne bovina, frango ou vegetariano) e 2 bebidas (suco ou refrigerante).
De quantas maneiras distintas podem ser montados os pratos?

Exercicio 03 — Vocé possui um estojo estilizado, em que é possivel organizar seus 15 lapis de
cor (todos diferentes) em cada um dos 15 espacos disponiveis. De quantas formas ¢ possivel
organiza-los?

Definicao (Fatorial): O fatorial de um ntimero ¢ a multiplicacdo desse niumero por
todos 0s seus antecessores maiores que zero. Representamos o fatorial de um numero n por
n!

n! =

Exercicio 04 — Veja a seguinte expressao numérica: 3 + 3 X 0 + 3. Acredite, a resposta ¢ 3!




Exercicio 05 — Calcule:

a) 5!

b) 7!—6!
10!

C) 7

g o8

5!

Exercicio 06 — De quantas formas possiveis podemos organizar as 52 cartas de um baralho
convencional?

Definicao (Permutaciao Simples): A permutacdo simples sdo todos os agrupamentos
ordenados que podem ser formados com os n elementos de um conjunto usada quando se deseja
saber quantas formas distintas existem de se organizar todos os elementos do conjunto. Para
calcular a permutagdo de n elementos, representada por P,, devemos ter:

P, =

Exercicio 07 — Vocé possui os 3 primeiros livros da saga de Harry Potter (autoria de J. K.
Rowling), dois livros de George Orwell (1984 e Revolugao dos Bichos) e os livros Flores para
Algernon (Daniel Keyes) e Quarto de Despejo (Carolina Maria de Jesus). Vocé deseja organiza-
los na sua prateleira de modo que livros de um mesmo autor permanegam juntos. De quantas
maneiras ¢ possivel realizar esta tarefa?

Exercicio 08 - (Enem Digital 2020) Eduardo deseja criar um e-mail utilizando um anagrama
exclusivamente com as 7 letras que compdem o seu nome, antes do simbolo @. O e-mail terd
a forma *******@site.com.br e sera de tal modo que as trés letras “edu” aparegam sempre
juntas e exatamente nessa ordem. Ele sabe que o e-mail eduardo@site.com.br ja foi criado por
outro usuario € que qualquer outro agrupamento das letras do seu nome forma um e-mail que
ainda ndo foi cadastrado. De quantas maneiras Eduardo pode criar um e-mail desejado?

Exercicio 9 — Quantos s3o os anagramas da palavra ovo?

Exercicio 10 — Quantos sdo os anagramas da palavra arara?

Definicdo (Permutacio com repeticdo): A quantidade de permutacdes de n
elementos com repeticdo, dos quais kq, ks, ...,k sdo as quantidades dos diferentes

elementos, e ny + k4, k,, ..., k;, = n é dada por:

kl,kz,...,kk —
P, =




Exercicio 11 - Em um torneio de futebol, um time obteve 3 vitorias, 5 empates e 2 derrotas,
nas 10 partidas disputadas. De quantas maneiras distintas esses resultados podem ter ocorrido?

Exercicio 12 — Em certa modalidade esportiva das Olimpiadas de Paris 2024, 9 atletas estao
competindo pelas medalhas de ouro, prata e bronze. Quantos diferentes podios podem ser
formados para a competi¢ao?

Definicdo (Arranjo): O arranjo sdo os agrupamentos ordenados que podem ser
formados com k elementos de um conjunto de n elementos (n > k). E usada quando se
deseja saber quantas formas distintas existem de se organizar parte dos elementos do
conjunto. Para calcular o arranjo de n elementos, representada por An, devemos ter:

An,k =

Exercicio 13 — Quantos nimeros de quatro algarismos distintos podemos formar apenas com
os algarismos impares?

Exercicio 14 — Numa turma de 10 alunos, se quiséssemos eleger um presidente de turma e um
vice-presidente, quantas seriam as possibilidades? Mas e se quiséssemos escolher apenas dois
representantes na turma toda (dentre os 10 alunos), as possibilidades seriam as mesmas?

Exercicio 15— Vocé deseja adotar dois gatos de estimagdo. No abrigo de animais, hd 5 gatinhos
filhotes que foram resgatados: Siamés, Frajola, Branco, Preto e Laranja. De quantas formas
diferentes podemos escolher os gatos a serem adotados?

Defini¢ao (combinac¢io): Sejam n individuos. Queremos nesse grupo, escolher sem
reposicdo p individuos para formar uma sequéncia nao ordenada. Cada sequéncia nao

ordenada possivel ¢ chamada de combinagao. O nimero de combinagdes possiveis é:

Cnp=

Exercicio 16 (UFF) — Niter6i ¢ uma excelente opcdo para quem gosta de fazer turismo
ecoldgico. Segundo dados da prefeitura, a cidade possui oito pontos turisticos dessa natureza.
Um certo hotel da regido oferece de brinde a cada hospede a possibilidade de escolher trés dos
oito pontos turisticos ecoldgicos para visitar durante sua estada. Qual é o numero de modos
diferentes com que um hospede pode escolher trés destes locais, independentemente da ordem
escolhida?



Exercicio 17 — Truco ¢ um jogo jogado com um baralho de 40 cartas em que, a cada rodada,
cada jogador recebe 3 cartas. O conjunto dessas 3 cartas ¢ popularmente chamado de “mao”.
Sendo assim, quantas “maos” possiveis existem no truco?

Exercicio 18 — Durante os Jogos Olimpicos, uma equipe de remo pode inscrever até 4 atletas
para competir em uma prova de quatro remadores. Suponha que uma equipe tenha 10 atletas
disponiveis e deseja formar uma equipe de 4 atletas para a competicdo. Quantas diferentes
combinagoes de 4 atletas podem ser formadas a partir dos 10 atletas disponiveis?



TAREFA DE CASA - 24/08

1- Mauricio tem um restaurante e estava planejando enfeitar fazendo fitas decorativas com
bandeirinhas das cores do Brasil (azul, verde e amarelo) para as Olimpiadas. Ele elaborou uma
maneira para que nao se repetisse duas vezes a mesma cor.

Sabendo que nas fitas vao 5 bandeiras, quais sao as maneiras dele montar a decoragao?

2- Quantas senhas com 4 algarismos diferentes podemos escrever com os algarismos 1, 2, 3,
4,5,6,7,8¢9?

3- O técnico da selecdo brasileira, José Roberto Guimaraes, do time de voleibol feminino
possui a sua disposicao 15 jogadoras que podem jogar em qualquer posi¢do. De quantas
maneiras ele podera escalar seu time de 6 jogadores?

4- Para montar um sanduiche, os clientes de uma lanchonete podem escolher:

e Um entre os tipos de pao: italiano, branco e integral;

e Um entre os tamanhos: pequeno e grande;

e De um até cinco entre os tipos de recheio: peito de peru, atum, queijo, presunto e salame;
sem possibilidade de repeti¢ao de recheio num mesmo sanduiche.

Calcule:

a) Quantos sanduiches distintos podem ser montados;

b) O nimero de sanduiches distintos que um cliente pode montar, se ele ndo gosta do pao
integral, s6 come sanduiches pequenos e deseja dois recheios em cada sanduiche.

5- Durante um festival de massas realizado na cidade de Nova Veneza, no estado de Goias,
dona Ana apresentou a seus clientes 5 novos sabores de molhos para serem colocados no
macarrao. Se um cliente decidir pedir 3 por¢des de macarrao, de quantas maneiras distintas ele
pode escolher os molhos para essas 3 porgoes?

a) 35
b) 42
c) 50
d) 62
e) 70
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Relatorio da aula ministrada no dia 24 de agosto

Esse foi o primeiro dia do Promat. Os estagiarios se reuniram e ministraram a aula que
aconteceu das 08:00 as 11:40. Havia 22 alunos presentes, dos quais a maioria era do 3° ano do
Ensino Médio, mas cerca de seis deles eram alunos dos cursos de graduacdo da Unioeste. A
aula iniciou com recados sobre requisitos para receberem certificagdo do Promat, horarios das
aulas e uma breve explicagdo de como iriam funcionar os encontros do Promat. Desde o inicio
da aula estava presente um aluno com Transtorno do Espectro Autista (TEA). Ele estava
acompanhado da sua mae, a qual lhe ajudava nas atividades e explicagdes das definigdes.

A primeira parte da aula ocorreu bem, com a dindmica de socializagdo proposta pelos
professores. Todos os alunos participaram, se apresentaram e falaram sobre suas expectativas
com o Promat. Dentre elas mencionaram: a preparacao para o vestibular, o auxilio nas aulas da
escola em si, a busca de horas complementares, no caso dos alunos de graduagdo, e alguns
demonstraram que achavam interessante por se interessarem pela matematica em si.

Como a dinamica consistia em um quiz, separamos os alunos em duas filas e cada um
que conseguiu responder corretamente a pergunta, ganhou um pirulito. Aqueles que nao
conseguiram, receberam uma bala. As questdes foram lidas, mas logo nas primeiras tentativas,
os alunos ndo estavam conseguindo responder questdes do tipo: “qual a formula para encontrar
a area de um triangulo”. Assim que terminavamos de ler, os alunos demoraram para tentar
responder, visivelmente sem saber a resposta. Com isso, os professores propuseram algumas
alternativas para que eles tivessem como escolher “alternativa a: base vezes altura dividido por
dois; alternativa b: base vezes altura”. Com estas op¢des de respostas, os alunos se sentiram
mais confortaveis, mas ainda assim aconteceram mais erros do que esperavamos. As perguntas
que foram respondidas corretamente foram as de expressdes numéricas, do tipo: “qual é o
resultado da expressdo: 3 + 6 X 2?7, os professores escreveram no quadro as expressdes €
explicaram aquelas situagdes em que o aluno ndo respeitou a prioridade das operacdes.

Depois da dindmica, os alunos sentaram e iniciamos o conteudo da aula. Ao explicar a
proposta dos primeiros exercicios, verificamos uma seguranc¢a maior dos alunos em relagdo a
aula e aos conteudos, se comparado a experiéncia do Promat anterior dos professores, ja que os
alunos pareciam ter mais facilidade de compreensao sem tanto auxilio dos professores.
Notamos que isso pode ter acontecido pela escolha dos exercicios propostos, ja que pareciam
estar num nivel que todos conseguiam executar, para alguns estava até facil. Além disso, os

alunos pareciam ter um dominio maior de execucao das operagdes basicas.



Os alunos pareciam mais animados no comego, prestando atencdo e interagindo aos
poucos com os professores, mas essa animagdo comegou a decair no segundo horario, sendo
notado o uso prevalente do celular durante a aula, especialmente pelos alunos de graduagao.

Para reforgar o que foi explicado no exercicio 1 sobre o principio fundamental da
contagem, deixamos que os alunos resolvessem o exercicio 2 e depois o resolvemos no quadro.
Usamos a arvore de possibilidades para explicar, mas pelo que verificamos nas mesas dos
alunos e durante a explicagdo, eles conseguiram compreender bem o conceito, mesmo sem a
ajuda deste recurso visual.

Algumas apostilas tiveram erro de edi¢ao, em que foi cortada a questao 4. Como ela era
uma questao para descontracdo e curiosidade sobre a propriedade de fatorial, escolhemos deixa-
la de fora.

Ja no exercicio 3, eles tiveram mais dificuldade, assumindo que a solugdo do exercicio
era apenas fazer 15 X 15. J& que eram 15 l4pis de cores para serem distribuidos em 15 espagos
disponiveis. Com isso, pedimos para que os alunos ponderassem quais eram as etapas
sucessivas deste problema, se realmente eram apenas duas etapas (15 l1apis para 15 espacos) ou
se cada espaco do estojo era uma etapa diferente. Com isso, os alunos conseguiram desenvolver
a resposta.

Também era visivel a diferenga dos niveis de compreensdo dos alunos em relagdo ao
conteudo, com alguns alunos mais avancados do que outros. Estes alunos mais avangados, nao
aguardavam os professores dizerem qual exercicio fazer, eles faziam o que era proposto para o
momento, mas assim que terminavam ja se adiantavam olhando e resolvendo os proximos
exercicios. Com isso, verificamos que o propdsito da apostila, de sempre ter alguns exercicios
base para explicar o contetido e mais alguns reserva para caso tivéssemos tempo de realizar, foi
cumprido.

No outro extremo, alguns alunos s6 faziam os exercicios que os professores pediam em
voz alta para fazerem, apesar de ja terem terminado os exercicios propostos € os professores
estavam auxiliando outros alunos a finalizarem. Os alunos até possuiam um conhecimento
maior da matematica basica do que o esperado, conseguindo fazer a simplificacdo de 5! durante
o exercicio 5d. Mesmo assim, algumas davidas surgiram em relagdo a alguns dos exercicios,
como por exemplo porque nio se pode fazer 7! — 6! = 7 X 6! — 6! = 7. Foi relembrado a
prioridade das operagdes que tinha sido explicado durante o quiz do inicio da aula.

O exercicio 6 resolvemos oralmente, em que comentamos sobre a grandeza do nimero
de possibilidades diferentes de se organizar um baralho de 52 cartas. Essa foi uma exposi¢ao

que os surpreenderam.



No exercicio 7, trouxemos exemplares dos trés primeiros livros da saga de Harry Potter
(autoria de J. K. Rowling), dois livros de George Orwell (1984 e Revolugao dos Bichos) ¢ os
livros Flores para Algernon (Daniel Keyes) e Quarto de Despejo (Carolina Maria de Jesus).
comentados na questao para conseguir explicar visualmente qual era a problematica da questao,
de considerar as permutacdes entre os livros de mesmo autor.

Ja o exercicio 8, os alunos nao tiveram muita dificuldade de resolver. No entanto, nos
exercicios 9 e 10, o recurso visual preparado pelos professores foi importante para ajudar os
alunos a entenderem como funciona a permutag¢do com repeti¢ao. O recurso consistia em letras
feitas com E.V.A. coloridas, em que letras iguais foram feitas em cores diferentes, para
mostrarmos porque precisamos desconsiderar alguns anagramas.

Também houve outro erro na apostila, na parte da definicdo de permutacdo com
repeticdo, entdo pedimos para que os alunos corrigissem com base na versdo corrigida que
passamos no quadro.

Com o exercicio 12, alguns alunos mostraram ter mais dificuldade por pensarem na
< - : L9l . . : :
permutacdo com repeti¢do, assim fazendo a resolugao prs Tivemos que intervir, pedindo para

que pensassem novamente no principio fundamental da contagem, e lembrando que, em um
pddio, s6 queremos saber como organizar os trés primeiros lugares, ndo importa como ficam as
outras posi¢des. Um aluno de graduagdo se voluntariou para resolver o exercicio no quadro e,
a partir da resolugdo dele, explicamos a formula do arranjo.

Como neste momento ja estdvamos chegando ao fim da aula, alguns dos exercicios
foram deixados de fora, com a aula acabando na resolu¢do do exercicio 15 pela falta de tempo.
Deixamos um tempo para que os alunos resolvessem e explicamos sobre a combinagdo com a
ajuda do conceito abordado na questdo sobre adotar gatos de um abrigo, em que a ordem da
escolha nao importava.

Sentimos maior seguranga ao ministrar a aula, comparando ao Promat que participamos
anteriormente. No entanto, também percebemos que nao nos organizamos o suficiente
previamente ao ponto de sabermos exatamente quem falaria o qué. Assim, no fim, alguns
professores acabaram falando um pouco mais do que outros. Mesmo assim, sentimos que
nenhum professor atrapalhou o outro em sua fala, aguardando uma brecha para fazer algum
comentario complementar na fala do outro, além de estarem ativos buscando tirar possiveis

davidas dos alunos e acompanhé-los nas resolucdes de exercicios.



2.2 AULA 02 — Probabilidade e Estatistica (31/08)

Plano de Aula
Publico-Alvo: alunos inscritos no Promat.
Tempo de execugdo: 3 horas e 30 minutos.
Conteudo:
e Probabilidade e Estatistica
e Experimento aleatorio
e Espaco amostral
e (élculo de probabilidade
e Probabilidade Condicional
e Medidas de tendéncias centrais (moda, média e mediana)

e Medidas de dispersdo, variancia e desvio padrdo

Objetivo Geral:

(EM13MAT311) Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo da probabilidade de
eventos aleatorios, identificando e descrevendo o espaco amostral e realizando contagem das
possibilidades.

Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com probabilidade e estatistica, objetiva-se que o aluno seja capaz de:

e Identificar por meio da contagem de possibilidades qual o espaco amostral de um evento;

e Diferenciar eventos dependentes e independentes

Recursos Didaticos: Apostila produzida pelos autores, quadro, giz, cofre pequeno, lista de

exercicios impressa.

Introducao

Iniciaremos dando uma pequena revisdo do conteudo da aula anterior, analisando as davidas
remanescentes da lista impressa disponibilizada no fim da aula e seguiremos com a introdugao

do contetudo de probabilidade e estatistica.

Probabilidade
Dividiremos a sala em grupos e tomaremos o seguinte exercicio para introduzir o calculo

de probabilidades



Exercicio 01 — Um cofre possui 3 discos, cada um com todos os algarismos de 0 a 9. Quantas
senhas possiveis existem para este cofre? Qual a chance de um ladrao acertar a senha na

primeira tentativa?

Comentarios do exercicio: os professores irdo trazer um cofre pequeno com as caracteristicas
descritas na questao e levantar o seguinte questionamento: quanto tempo um ladrdo pode levar
10-10-10 = 1000) e percebam que ha varias combinac¢des usando apenas 3 digitos de senha.
Em seguida, explicaremos como fazer o calculo da probabilidade de o cofre ser aberto com a
senha correta na primeira tentativa. Mostrando qual ¢ o espaco amostral, eventos favoraveis e

a probabilidade de o evento acontecer.

Fonte: Autores, 2024
Ap6s a resolugdo e correcdo do exercicio, serd iniciada a abordagem do conteudo de

probabilidade que estara descrito na apostila.

Experimentos aleatérios: s3o os experimentos que, repetidos em idénticas condigdes,
produzem resultados que nao podem ser previstos com certeza

Exemplos: langar uma moeda e observar a face de cima, lancar um dado e observar a face de
cima, de um lote de 80 pecgas boas e 20 defeituosas, selecionar 10 pecas e observar o nimero

de defeituosas, de um baralho de 52 cartas, selecionar uma carta e observar seu naipe.

Definicdo (espaco amostral): o conjunto formado por todos os resultados possiveis de um
experimento aleatorio indicado por Q.
Exemplos:

e Lancar uma moeda: Q = {K, C}, onde K ¢ cara e C ¢ coroa;



e Lancar duas moedas: Q = {(K, K), (K, C), (C, K), (C, C)}, em que o par (a, b) representa a
ocorréncia da face a no primeiro lancamento, seguida da ocorréncia da face b;

e Lancar um dado de 6 lados: Q= {1, 2, 3,4, 5, 6}

Evento: um evento A ¢ um subconjunto do espago amostral (A c (). O evento A ocorre se,
realizado o experimento, o resultado obtido for pertencente a A. Os eventos que possuem um

unico elemento serdao chamados de eventos elementares.

Probabilidade: ¢ o campo da Matematica que estuda experimentos ou fendmenos aleatorios.
Por meio dela, ¢ possivel analisar as chances de um determinado evento ocorrer. A
probabilidade de um evento A ocorrer € a razdo entre o numero de elementos do conjunto A e

o numero de elementos do espaco amostral dado por:
n(A)
n(Q)

P(A) =

Atividade Avancando com o Resto

Ainda com a sala em grupos, serd iniciado o jogo avangando com o resto. As instrugdes
simples para o andamento do jogo estdo escritas no exercicio 02 e serdo lidas em voz alta para
os estudantes. O intuito da abordagem do jogo ¢ o de praticar ndo so as defini¢cdes acerca de
probabilidade, mas também o conceito de divisor de um numero. Caso surja a necessidade no
meio da atividade, os professores irdo passar a defini¢cao de divisor, resto da divisdo e numeros
primos para que os alunos consigam jogar o jogo proposto. Apds isso, serdo passados os
exercicios 03, 04 e 05 (que também estardo na apostila) antes do conteudo de probabilidade

condicional.

Exercicio 02 - Avancando com o resto: O tabuleiro encontra-se na ltima folha da apostila.
Escolha um critério para definir quem iniciard o jogo, sendo que o inicio € na casa 52. Jogue o
dado e verifique se o nimero em que vocé se encontra no tabuleiro ¢ divisivel pelo nimero
sorteado no dado. Caso seja divisivel, ndo sobrara resto, portanto ndo mova seu marcador. Caso

tenha resto, avance a quantidade de casas referentes a ele.

a) Quando voce esta na casa do nimero 36, qual ¢ a chance de avancar? %

b) Qual ¢ a chance de avangar quando se estd em uma casa de nimero primo? Se o numero for
2,3 ou 5, achance é de Z. Caso contrario, ela aumenta para 2.

¢) Cite um numero do tabuleiro em que a chance de avangar ¢ de 2 em 6.



d) Se, independentemente do ntimero sorteado no dado, vocé ndo avangar, em qual casa do
tabuleiro vocé€ esta? Ha apenas duas possibilidades: zero, que tem qualquer nimero como

divisor, ou 60, que ¢ multiplo de todos os lados de um dado convencional.

Terminada a atividade do jogo avangando com o resto, os professores irdo trabalhar os
proximos exercicios da apostila, os quais abordardo o problema de converter uma probabilidade
dada em fragdo para porcentagem. Os professores irdo explicar brevemente como fazer essa

conversao antes dos problemas.

Fracdo para porcentagem: divida o numerador pelo denominador e multiplique o resultado

por 100. Exemplo:

1
— =1+16 =0,0625- 100 = 6,25%

16
Porcentagem para fragao: divida a porcentagem por 100. Exemplo:
2505 = 25 1
°T100 4

Exercicio 03 — (Enem) Em uma central de atendimento, 100 pessoas receberam senhas

numeradas de 1 até 100. Uma das senhas ¢ sorteada ao acaso. Qual € a probabilidade de a senha

, ~ 20
sorteada ser um niimero de 1 a 20? Escreva a resposta em fragao e porcentagem. Too = 20%

Exercicio 04 — Numa cidade com 1000 eleitores havera uma elei¢cao com dois candidatos, A e
B. E feita uma prévia em que os 1000 eleitores sdo consultados, sendo que 510 ja se decidiram,

definitivamente, por A. Qual ¢ a probabilidade de que A ganhe a eleicdo? 100%

Comentérios do exercicio: o intuito dessa questdo ¢ apresentar uma certa “pegadinha”,

mostrando aos estudantes que ¢ de suma importancia interpretar os dados corretamente.

Probabilidade da unido de eventos

Exercicio 05 — No jogo de cartas Uno, so ¢ possivel jogar uma carta que possua o mesmo
numero ou a mesma cor daquela que esta na mesa. Se um jogador nao possui uma carta com
essas caracteristicas, deve comprar cartas da pilha de compra até conseguir uma carta que possa

ser jogada. O baralho completo ¢ composto pelas seguintes 108 cartas:



Figura 4 - Baralho completo do jogo Uno

o

£SY
Y
Y
LY
LS
Ay
Y
Sy
A=Y
ASY

Q|

QISISISISISISIS

QISISIRIN SIS

- BSYRSY
SISIS]

Ay YAy
(S]S]S]
91997
219 1LY]

ESYASYASY
ESYASYASY

5165
ES§ASY

LYY
SIASY
JLY!
{1
%]

N
(&18]
S1AY
SIS

.A

Fonte: Dmltry Fomm (Wikipedia), 2013.
No inicio do jogo, sdo entregues sete cartas para cada jogador. Suponha que vocé esta jogando

com outros 3 amigos seus e, na primeira rodada de todas, a carta na mesa € um sete azul e vocé
ndo possui uma carta apta a ser jogada. Qual ¢ a probabilidade de que, ap6s uma unica compra,

vocé consiga uma carta azul ou um sete?

Comentarios do exercicio: o intuito é que os alunos usem a imagem dada para contabilizar a
quantidade de cartas que satisfazem os requerimentos, chegando a 30 possibilidades. Excluindo
o sete azul que estd sobre a mesa, sdo 24 cartas azuis e 7 setes. Entretanto, ha uma carta que ¢
azul e um sete a0 mesmo tempo e que, por isso, estd sendo contada duas vezes. Logo, o total de
cartas que satisfazem as condicdes sdo: 24 + 7 — 1 = 30. O niimero total de cartas do espago
amostral ¢ 100, pois € o total de cartas subtraido da quantidade de cartas na sua mao e do sete

azul que est4 sobre a mesa: 108 — 7 — 1 = 100. Portanto, a probabilidade ¢:

P—30—03—30fy
“100 007

Ap6s a resolucdo do exercicio 05, sera formalizado o raciocinio que fundamenta a

formula da probabilidade da unido de dois eventos. A seguinte defini¢do estard na apostila:

Probabilidade da unifio de dois eventos: a probabilidade de ocorrer o evento A ou o evento B
—escrevemos P(A U B) — ¢ dada por:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Os professores irdo refazer o exercicio 05 utilizando a férmula acima para que os alunos

compreendam bem de onde surgiu o termo P(A N B).



Corregao do exercicio 05: denotando por A o evento “carta comprada € azul” e por S o evento
“carta comprada ¢ um sete”, temos que A N S representa o evento “carta comprada ¢ azul e um

sete”. Portanto, aplicando a féormula:

P(AUS) = P(A) + P(S) P(AnS)—24+ 7 L _30 oy
- 100 100 100 100 7

Probabilidade da intersecao de eventos
Exercicio 06 — No jogo Ludo, tirar o nimero 6 em um dado convencional de 6 lados possibilita
ao jogador andar 6 casas e jogar novamente. Qual ¢ a probabilidade de um jogador tirar dois

numeros 6 consecutivos?

Comentarios do exercicio: os professores fardo uma explicagdo do porqué multiplicamos as
duas probabilidades para obter o resultado. Chamando de P o evento “tirar 6 no primeiro
langamento” e de S o evento “tirar 6 no segundo lancamento”, temos que a probabilidade de

tirarmos 6 nos dois langamentos (evento P N S) ¢ dada por:

P(PNS) = P(P) - P(S) =%.

1
£=3¢
Eventos independentes: sdo eventos em que a ocorréncia ou ndo de um deles ndo afeta a
probabilidade de ocorréncia do outro. Exemplo: langamentos de dados consecutivos (exercicio
06)
Probabilidade da intersecio de eventos independentes: sc A ¢ B sdao dois eventos
independentes, entao:
P(ANnB) =P(A) - P(B)

Eventos dependentes: sao eventos em que a ocorréncia ou nao de um deles afeta a
probabilidade de ocorréncia do outro. Exemplo:
Probabilidade da intersecdo de eventos independentes: se C ¢ D sdo dois eventos
dependentes, entdo:

P(CNnD) =P(C)-P(D|C)
Em que P(D|C) é chamada de probabilidade condicional ¢ representa a probabilidade de D

ocorrer sabendo que C ocorreu.

Exercicio 07 — Pergunte ao seu grupo se alguém torce para o mesmo time de futebol da série
A que voce (se vocé nao torce, escolha um time aleatdrio para chamar de seu). Algum de vocés
torce para o mesmo time? Qual a probabilidade de que todos do grupo tor¢am para times

diferentes?



Comentarios do exercicio: a resposta para essa questdo depende do nimero de integrantes do
grupo. Para um grupo com 3 pessoas, ha dois eventos a serem analisados: evento A “a pessoa
2 torce para um time diferente da pessoa 1” e evento B “a pessoa 3 torce para um time diferente

da pessoa 1”.

Probabilidade condicional

Com os alunos sentados ainda em grupos, faremos perguntas sobre eles, altura e idade,
contar quantos sao homens e mulheres, e, com essas informagdes, montaremos um quadro com
todas as informagdes recolhidas.

Esse quadro serd nosso ponto de partida para explicarmos os proéximos conteudos de
probabilidade condicional e depois das medidas de tendéncias centrais, que sdo a moda, média
e mediana. Faremos isso para que os alunos entendam o significado das tendéncias.

Com o quadro construido, vamos pedir para que calculem:

Exercicio 08 — Ao fazer o sorteio de um prémio entre os alunos, qual a chance de o sorteado
ser

a) Um homem com mais de 1,7m?

b) Uma mulher com menos de 1,6m?

¢) Um homem com menos de 17 anos?

d) Uma mulher de 16 anos?

Estatistica

Em seguida, pediremos para que os alunos calculem a moda, média e mediana das alturas e das

idades dos alunos da sala. A variancia e o desvio padrdo serdo observadas grupo a grupo.

Definicdo (moda): o resultado mais recorrente de um conjunto.
Exemplo: tomando as idades das criangas de um certo condominio as quais sao 1, 5, 4, 8, 6, 8,
2, 10, a moda ¢ 8, pois € o elemento que aparece mais vezes.
Defini¢ao (média): ¢ a soma de todos os elementos do conjunto dividida pela quantidade de
elementos do conjunto.
Exemplo: tomando as idades das criangas de um certo condominio as quais sao 1, 5, 4, 8, 6, 8,
2, 10, portanto o numero de elementos € sete. Assim, a média sera dada por

M = 1+5+4+8-|;36+8+2+1O:5’5

Definicao (mediana): valor central dos dados coletados, depois de coloca-los em ordem. Caso

seja um numero par de dados, devemos fazer a média entre os dois elementos mais ao centro.



Exemplo: tomando as idades das criangas de um certo condominio as quais sdo 1, 5, 4, 6, 8, 2,
10. Para encontrar a mediana, primeiro colocamos as idades em ordem 1,2, 4, 5, 6, 8, 10. Temos
sete elementos, portanto a mediana sera o valor na posi¢ao central (5).

Caso os dados coletados fossem apenas 1, 2, 4, 5, 8, 10, ou seja, um numero par de dados,

devemos verificar quais sdo os elementos mais ao centro (4 ¢ 5) e fazer a média entre eles

445
(55 =45)
2

Defini¢ao (variancia): dado um conjunto de dados, a variancia ¢ uma medida de dispersao que
mostra o quao distante cada valor desse conjunto esta do valor central (média). A féormula para

o calculo da variancia ¢ dada por

_ (i — M)?

n

\Y%

Onde

V ¢ a variancia

X; ¢ o valor sendo observado
M ¢ o valor da média

n € o namero de elementos da amostra tomada

Definicao (desvio padrao): dado pela raiz quadrada da variancia, o desvio padrao permite
identificar o “erro” em um conjunto de dados, caso quiséssemos substituir um dos valores
coletados pela média aritmética. O desvio padrdo o é dado por:

o=V
€ 0 usamos junto com a média.
Exercicios
1- (Enem 2015 - adaptada) Em uma seletiva para a final dos 100 metros livres de natagao,

numa olimpiada, os atletas, em suas respectivas raias, obtiveram os seguintes tempos:



Figura 5 - Tabela de tempos

Raia 1 2 3 4 5 6 7 8

Tempo

20.9012090]20,50]20,8020,60|20,60|20,80|20,96
{segundo)

Fonte: Enem, 2015.
Determine a média, moda e mediana das informac¢des do quadro.

2- A seguinte tabela mostra os precos nas corridas de moto taxi para diferentes bairros da

cidade de Cascavel, e a quantidade de viagens registradas em um dia, para cada bairro.

Quadro 1 - Bairros de Cascavel

Bairros Preco Nuimero de viagens
Cancelli R$ 20,00 3
Centro R$ 30,00 2
Neva R$ 35,00 3
Universitario R$ 40,00 2

Fonte: Autores
Calcule a média de precos das viagens neste dia.

3- (Enem 2019 PPL) Um fiscal de certa empresa de Onibus registra o tempo, em minuto, que
um motorista novato gasta para completar certo percurso. No Quadro 1 figuram os tempos
gastos pelo motorista ao realizar o mesmo percurso sete vezes. O Quadro 2 apresenta uma
classificagdo para a variabilidade do tempo, segundo o valor do desvio-padrao.

Quadro 1:

Figura 6 - Quadro de tempo

Tempos

(em minuto) 48 | 54 | 50 | 46 | 44 | 52 | 49

Fonte: Enem, 2019

Quadro 2:



Figura 7 - Quadro com desvio de tempo

Variabilidade Def:;fp';a{'r;?:)“
Extremamente baixa O<o<2
Baixa 2<0<4
Moderada 4<c<6
Alta 6<c<8
Extremamente alta c>8

Fonte: Enem, 2019

Com base nas informagdes apresentadas nos quadros, a variabilidade do tempo ¢
a) Extremamente baixa.

b) Baixa.

¢) Moderada.

d) Alta.

¢) Extremamente alta.



Apostila — Probabilidade e Estatistica

Exercicio 01 — Um cofre possui 3 discos, cada um com todos os algarismos de 0 a 9. Quantas
senhas possiveis existem para este cofre? Qual a chance de um ladrdo acertar a senha na
primeira tentativa?

Experimentos aleatdrios: sdo os experimentos que, repetidos em idénticas condicoes,
produzem resultados que nao podem ser previstos com certeza

Exemplos: langar uma moeda e observar a face de cima, lancar um dado e observar a face de
cima, de um lote de 80 pegas boas e 20 defeituosas, selecionar 10 pecas e observar o nimero
de defeituosas, de um baralho de 52 cartas, selecionar uma carta e observar seu naipe.

Definicdo (espaco amostral): o conjunto formado por todos os resultados possiveis de um
experimento aleatorio indicado por Q.

Exemplos:

e Lancar uma moeda: Q = {K, C}, onde K ¢ cara e C ¢ coroa;

e Lancar duas moedas: Q = {(K, K), (K, C), (C, K), (C, C)}, em que o par (a, b)
representa a ocorréncia da face a no primeiro langamento, seguida da ocorréncia da face b no
segundo langamento;

e Lancar um dado de 6 lados: Q= {1, 2, 3,4, 5, 6}

Evento: um evento A ¢ um subconjunto do espago amostral (A c (). O evento A ocorre se,
realizado o experimento, o resultado obtido for pertencente a A. Os eventos que possuem um
unico elemento serdo chamados de eventos elementares.

Probabilidade: ¢ o campo da Matematica que estuda experimentos ou fenomenos aleatorios.
Por meio dela, ¢ possivel analisar as chances de um determinado evento ocorrer. A
probabilidade de um evento A ocorrer € a razao entre o niimero de elementos do conjunto A e
o numero de elementos do espaco amostral dado por:

n(A)

n(Q)

P(A) =

Exercicio 02 - Avancando com o resto: O tabuleiro encontra-se na tltima folha da apostila.
Escolha um critério para definir quem iniciaréd o jogo, sendo que o inicio € na casa 52. Jogue o
dado e verifique se o nimero em que vocé se encontra no tabuleiro ¢ divisivel pelo nimero
sorteado no dado. Caso seja divisivel, ndo sobrara resto, portanto ndo mova seu marcador. Caso
tenha resto, avance a quantidade de casas referentes a ele.

a) Quando vocé esta na casa do nimero 36, qual é a chance de avancgar?
b) Qual ¢ a chance de avancar quando se estd em uma casa de nimero primo?
¢) Cite um numero do tabuleiro em que a chance de avangar ¢ de 2 em 6.




d) Se, independentemente do ntimero sorteado no dado, vocé ndo avangar, em qual casa do
tabuleiro voce esta?

Exercicio 03 — (Enem) Em uma central de atendimento, 100 pessoas receberam senhas
numeradas de 1 até 100. Uma das senhas ¢ sorteada ao acaso. Qual ¢ a probabilidade de a senha
sorteada ser um niimero de 1 a 20?

Exercicio 04 — Numa cidade com 1000 eleitores vai haver uma eleicdo com dois candidatos, A
e B. E feita uma prévia em que os 1000 eleitores sdo consultados, sendo que 510

ja se decidiram, definitivamente, por A. Qual ¢ a probabilidade de que A ganhe a

elei¢ao?

Exercicio 05 — Uma pesquisa realizada com 800 pessoas sobre a preferéncia pelas plataformas
de streaming de uma cidade, evidenciou que 200 entrevistados assistem apenas a Netflix, 250
apenas ao Disney Plus e 50 assistem aos dois. Das pessoas entrevistadas, qual a probabilidade
de sortear ao acaso uma pessoa que assiste a Netflix ou ao Disney Plus?

Exercicio 06 — Ao fazer o sorteio de um prémio entre os alunos, qual a chance de o sorteado
ser:

a) Um homem, sabendo que ele tem mais de 1,7m?

b) Uma mulher, sabendo que ela tem menos de 1,6m?



TAREFA DE CASA
1- Considerando todos os divisores positivos do numeral 60, determine a probabilidade de
escolhermos ao acaso, um nimero primo?

2- Uma moeda ¢ lancada 10 vezes. Determine a probabilidade de sair “coroa” 7 vezes?

3- Sorteando-se um niimero de 1 a 20, qual a probabilidade de que esse nlimero seja multiplo
de 27

4-  (Enem 2015) Um concurso ¢ composto por cinco etapas. Cada etapa vale 100 pontos. A
pontuagdo final de cada candidato ¢ a média de suas notas nas cinco etapas. A classificagao
obedece a ordem decrescente das pontuagdes finais. O critério de desempate baseia-se na maior
pontuagdo na quinta etapa.

Quadro 2 - Quadro de candidatos

. Média nas guatro | Pontuagdo na
Candidato . . .
primeiras atividades guinta etapa
A 90 60
B 85 85
C 80 95
D 60 90
E 60 100

Fonte: Enem, 2015

A ordem de classificacao final desse concurso ¢:
a) A,B,C,E,D
b) B,A,C,E,D.
¢) C/B,E A, D.
d) C,B,E,D,A.
e) E,C,D,B,A.

5- Uma escola estd organizando uma olimpiada e uma das provas € uma corrida. Os tempos
que cinco alunos levaram para completar a prova, em segundos, foram:

23, 25, 28, 31, 32, 35

Qual foi o desvio padrao dos tempos de prova dos alunos?

6- (UFF-RJ) Em ciéncias atuariais, uma tabua da vida é uma tabela, construida a partir de
censos populacionais, que mostra a probabilidade de morte de um individuo em uma certa faixa
etaria. Tabuas da vida sdo usadas em planos de previdéncia e seguros de vida. A tdbua da vida
abaixo indica, por exemplo, que um individuo entre 1 ano (inclusive) e 2 anos (exclusive) tem
0,05% de chance de morrer.



Figura 8 - Taxa de mortalidade

Faixa etaria
([x,x—ki] 01 | [1,2) | [2,3) | [3.4) | [4,9) | [58) | [6,7)  [7,8) | [8,9) [9-1Uq

Probabilidade
de morrerem | 0,69 | 0,05 | 0,03 | 0,03 | 0,02 | 0,02 | 0,02 | 0,01 | 0,01 | 0,01

%

Fonte: National Vital Statistics Reports, vol. 54, no.14, 2006.

Supondo-se que existe um grupo de 1.000.000 pessoas que acabaram de completar 2 anos,
segundo esta tabela, o nimero de pessoas deste grupo que fardo aniversario de 3 anos ¢ igual a:
a) 997.000 ¢) 999.700 e) 999.970

b) 999.500 d) 999.950



Figura 9 - Tabuleiro da atividade "Avangando com o Resto"
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Relatorio da aula ministrada no dia 31 de agosto

No segundo dia de aula havia 17 alunos presentes, dos quais a maioria era do 3° ano do
Ensino Médio, ja que os alunos de graduacao estavam ocupados com um evento no mesmo dia
e horario. O assunto previsto para ser tratado nesse dia foi Probabilidade e Estatistica. A aula
iniciou com um recado e resolugdo da lista de tarefas da aula anterior, sendo disponibilizado de
10 a 15 minutos para sua resolugao.

Pedimos para os alunos indicarem quais das perguntas eles possuiam duvidas, sendo a
1 e a5 as questdes indicadas por eles. O exercicio 1 foi rapidamente resolvido, sem dificuldades,
mas durante a resolucao do exercicio 5, os professores se confundiram em relagao ao enunciado,
0 que causou uma confusdo na explicagdo. Um dos professores notou que um aluno tinha
respondido corretamente a questao, e com isso, depois dos professores resolverem a questao 1
no quadro, utilizaram a resolucdo do aluno para explicar o problema de forma mais intuitiva,
consequéncia de ndo termos preparado a solugdo dos exercicios de tarefa de casa nos planos de
aula. Aprendemos o que nao podemos repetir.

Ao iniciar a explicagdo sobre probabilidade, percebemos uma atengdao maior no comego,
com a atividade utilizando o cofre e a explicagdo com as moedas. Com o tempo, porém, os
alunos comecgaram a perder o interesse por sO estarem prestando aten¢do no quadro, sendo que,
a medida que o professor perguntava algo para eles, ninguém respondia. Com a explicagao feita,
os professores apresentaram o jogo Avangando Com o Resto, o que fez com que se animassem
de novo.

Depois de explicadas as regras, entregamos as pegas do jogo para que jogassem a
vontade e respondessem as perguntas na apostila depois. Alguns alunos tiveram dificuldades
de entender o que significava avangar com o resto, mesmo depois da explicacao dos professores.
Por exemplo, um aluno caiu na casa 3 e s¢ estava tirando nimeros maiores do que 3 e nao
estava se movendo. Ao indagar o porqué, os alunos responderam que ndo era possivel fazer a
divisdo, que seria um numero com virgula. Neste momento, chamamos a atencao de todos no
quadro para explicar novamente, que sempre estamos buscando o resto da divisdo, portanto, no
exemplo 3 + 5, temos que o resto da divisdo € 3, portanto os alunos poderiam mover-se 3 casas.
Dito isto, varios alunos relataram estar com a mesma davida, € ndo estavam avangando antes
da explicagdo.

Em outro momento do jogo, alguns alunos cairam nas casas 60 ¢ 0 e ndo sabiam o que
fazer. Indagamos por que eles ndo estavam conseguindo avancar, para que pensassem que estes
nimeros eram divisiveis por todos os numeros do dado. Depois de refletirem, pedimos para

que, como eles ndo tinham possibilidade de avancgar nesta casa, o nimero que tirassem no dado



na proxima rodada seria o nimero de casas que voltariam atras para tentarem se mover
novamente.

O jogo durou até o intervalo, sendo que um grupo nao conseguiu terminar o jogo a tempo
de responderem as questdes antes de corrigirmos no quadro, ja que os outros grupos todos ja
tinham terminado e respondido.

No segundo horario, os professores resolveram as questdoes do Avangando Com o Resto.
Alguns tiveram dificuldade de entender o exercicio 2 ¢), que consistia em encontrar um niimero
que ndo fosse divisivel apenas por dois nimeros entre 1 e 6. Haviamos preparado algumas
possiveis respostas como o 18, que ndo ¢ divisivel apenas por 4 e 5, ou o 20, que s6 nao ¢
divisivel por 6 e 3. Um aluno respondeu que uma possibilidade era o proprio nimero 6. Assim
que foi verificado no quadro, ficou claro que a resposta estava correta, ja que 6 s6 nao € divisivel
por4eSs.

Em seguida, explicamos como ¢ feito o calculo da porcentagem, uma pequena revisao
para que os alunos pudessem resolver os exercicios 3 e 4. O exercicio 3 foi resolvido
corretamente por todos, s6 na parte de transformar a resposta em forma de fracdo para
porcentagem que alguns alunos ndo souberam como transformar, entdo recorremos a anotagao
feita no quadro para que verificassem como fazer.

Muitos ndo viram prontamente que a resposta do exercicio 4 deveria ser de 100%. No
exercicio 5, muitos alunos tiveram dificuldade, sendo que era pedido para eles acharem a
quantidade de cartas que podia ser jogada no turno e o espago amostral. Alguns conseguiram
seguir o raciocinio de resolucdo corretamente, mas no final ou esqueciam de tirar a
probabilidade duplicada do sete azul aparecer ou pensavam que tinham que tirar mais 21 cartas
dos oponentes do baralho do espaco amostral.

No exercicio 6, alguns alunos viram a defini¢cdo de céalculo de probabilidade de eventos
independentes e tentaram responder seguindo esta ideia, conseguindo chegar na resposta correta

depois de explicarmos o que significa eventos independentes. Outros pensaram por si mesmo,

. . 1 . .
mas chegaram no espaco amostral incorreto, pensando que deveriam fazer 2 X p Havia ainda

alguns que chegaram na forma de resolucdo correta, mas chutaram o resultado (% X % = 10%).

Explicamos no quadro como resolver corretamente.
Nao tivemos tempo de explicar e resolver um exercicio de probabilidade condicional,
mas o professor Felipe Klumb explicou rapidamente com um exemplo de sorteio de bolas pretas

e brancas o que significa.



Ao final da aula, fizemos uma tabela com a altura e idade de todos, incluindo os quatro
professores. Foi pedido para que os alunos organizassem os dados em ordem crescente e
calculassem a média, mediana e moda destas informagdes. Pode-se destacar que os alunos
lembravam sobre o conteido de moda, média e mediana, mas, pela falta de tempo, ndo foi
possivel explicar a fundo suas defini¢des, como o calculo da média em si. A aula acabou logo
apos os professores calcularem e escreverem no quadro os valores, mas sem mostrar por escrito
como se faz a conta.

Passamos mais alguns recados em relagdo ao proximo fim de semana ndo ter aula,
devido ao feriado. Alguns dos alunos fizeram os exercicios além da tabela, mas os professores
nao corrigiram pela falta de tempo.

Sentimos falta de maior preparagdo da resolugdo de exercicios da lista de tarefa de casa,
além de separar mais tempo para explicar como calcular as medidas de tendéncia central, além

de mais tempo para resolver exercicios sobre este conteudo.



2.3 AULA 03 — Matrizes e Determinantes (14/09)
Plano de Aula
Publico-Alvo: Alunos inscritos no PROMAT
Tempo de execugdo: 3 horas e 30 minutos.
Contetdo: Matrizes e Determinantes

e Nocao de matrizes

e Tipos de matrizes

e [gualdade de matrizes

e Soma, subtracao e multiplicagdo de matrizes

e Definicdo e propriedades de determinantes

e (Calculo de determinantes
Objetivo Geral:
(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras areas
do conhecimento, que envolvem equag¢des lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e
graficas, incluindo ou nao tecnologias digitais.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com matrizes e determinantes, objetiva-se que o aluno seja capaz de:

e Identificar o uso de matrizes para solucao de problemas;
e Conhecer determinantes, como preparagdo para calculos de sistemas lineares nas
proximas aulas.

Recursos Didaticos: Apostila produzida pelos autores, quadro, giz, slides, lista de exercicios
impressa.
Introducio
Para iniciar uma socializagdao sobre o que ¢ uma matriz e suas utilizagdes, utilizaremos uma
atividade de resolucdo de problemas elaborada pelos professores Dulcyene Maria Ribeiro,
Lucas Campos Araujo, Evandro Sozo de Oliveira, Alexandre Carissimi e Elisangela Cristina
Ribeiro. A atividade consiste em partir do conceito do que € um pixel, formar uma imagem
colorindo um personagem famoso partindo de uma matriz.
Perguntaremos aos alunos se eles conhecem o significado dos valores 144p, 240p, 360p, 480p,
720p e 1080p. Explicaremos que esses valores representam as principais resolugdes de telas e
videos na internet.
Para aprofundar o entendimento, esclareceremos que um pixel ¢ a menor unidade de uma

imagem digital, contendo informagdes sobre sua cor. Combinando trés cores basicas (vermelho,



verde e azul), ¢ possivel criar mais de 16 milhdes de cores diferentes. Como os pixels sdo
pequenos pontos de luz muito proximos, eles se tornam praticamente invisiveis a olho nu.
Portanto, quanto maior o nimero de pixels, melhor ¢ a qualidade da imagem.

Retomamos a questdo das resolucdes, explicando que os valores apresentados correspondem a
dimensdes de imagens, como 144 x 256, 240 x 427, 360 x 640, 480 x 853, 720 x 1280 ¢ 1080
% 1920. Isso indica a quantidade de pixels em cada imagem. Por exemplo, uma resolucao de
720p significa que a imagem tem 720 linhas e 1280 colunas de pixels, totalizando 921.600
pixels.

Para que os alunos percebam a diferenca na qualidade, forneceremos um material impresso com
imagens comparativas, adaptadas para mostrar como as resolugdes afetam a visualizagdo. Tal

material esta presente na Figura 10.

Figura 10 - Representacdo da resolugdo

2X2 5X5
10X 10 20X 20 100X 100

slolel®

Fonte: https://susanasarmento22.files.wordpress.com/2010/09/ggg.png, 2024

Em seguida, ainda no material impresso, pediremos para que os alunos possam colorir

um quadro (ver Quadro 3) de acordo com as cores descritas por cada nimero.


https://susanasarmento22.files.wordpress.com/2010/09/ggg.png

Quadro 3 - Malha quadriculada a ser colorida

Fonte: Autores

0 — Branco;

1 — Vermelho;

2 — Rosa claro;

3 — Azul;

4 — Marrom,;

5 — Preto;

6 — Amarela.

A 1magem esperada esta presente na Figura 11.



Figura 11 - Malha quadriculada ja preenchida

Fonte: https://br.pinterest.com/pin/255790453816164770/, 2024

Depois de pintar as células, os alunos devem responder as questoes:
1) Localize uma célula pintada de cada cor (branco, vermelho, rosa claro, marrom, preto e
amarelo) e escreva instrugdes para encontra-la.
2) Existe alguma maneira padronizada para dar tais instru¢cdes? Em caso afirmativo diga
qual, e em caso negativo, diga no que este padrdo poderia contribuir.
O intuito dessa segunda parte da atividade ¢ o de evidenciar aos estudantes a necessidade de
padronizagdo da notagdo utilizada para uma posicao especifica da tabela. Ainda sem comentar
sobre matrizes, os professores irdo apresentar € recomendar a notagao mais utilizada: numerar
linhas de cima para baixo comegando no nimero 1, numerar colunas da esquerda para a direita
comegando também no numero 1. Além disso, encorajaremos os estudantes a primeiro falar a
linha em que um elemento se encontra, € depois a sua coluna, para que a notagdo aj; seja mais
facil.
Depois desta atividade inicial, vamos trabalhar alguns problemas contextualizados para

constru¢do de matrizes com dados reais.

Exercicio 1 — Ao final do ano letivo, Alice, Ricardo, Emanuel e Leticia estavam conversando
sobre suas notas das provas de Matematica em cada trimestre, em que cada prova foi feita em
trimestres diferentes. Alice ficou com 7,5 na primeira prova, 8,0 na segunda e 9,0 na terceira.
Ja Ricardo tirou 6,5; 7,0 e 8,5 na primeira, segunda e terceira provas, respectivamente, enquanto
Emanuel ficou com 8,0; 7,5 € 7,0. Por ultimo, Leticia tirou 9,0; 8,5 € &,0.

De que maneira podemos organizar estas notas para que seja mais facil entender estes dados?


https://br.pinterest.com/pin/255790453816164770/

Comentarios: partindo da introducdo que fizemos com o exercicio de pixels, esperamos que 0s
alunos sejam capazes de organizar os dados em forma de quadro, o que os levarad
consequentemente a uma matriz. Assim introduziremos como as matrizes podem estar
presentes no nosso dia a dia.

Quadro 4 - Nota correspondente as trés provas

Aluno Prova 1 Prova 2 Prova 3

Alice 7.5 8,0 9,0
Emanuel 8,0 7.5 7,0
Leticia 9,0 8,5 8,0
Ricardo 6,5 7,0 8,5

Fonte: Autores

Definicao (matrizes): Dados dois nimeros, m e n, naturais ¢ nao nulos, chama-se matriz m
por n (indica-se m X n ) toda tabela formada por nimeros reais distribuidos em m linhas e n
colunas.

Exemplos:
a) ; g 171 ¢ uma matriz 2 X 3.
1
b) 2) ¢ uma matriz 3 X 1.
3
1 0 O
c) |0 1 0] ¢ uma matriz 3 X 3.
0 0 1

Tipos de matrizes:

e Matriz linha: formada apenas por uma linha.
Exemplo:A=[3 1 1 2]

e Matriz coluna: formada apenas por uma coluna.

1
Exemplo: B = (2)

3

e Matriz nula: formada por elementos iguais a zero.

.~_J0 0
Exemplo: C = 0 0]

e Matriz quadrada: formada pelo mesmo nimero de linhas e colunas
1 2 3
Exemplos: D = [; i], E= <4 5 6)
7 8 9

e Matriz identidade: ocorre quando os elementos da diagonal principal (onde em a;;

temos i = j ) sdo todos iguais a 1 e os outros elementos sao iguais a zero.



Exemplo: F =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

Defini¢io (igualdade de matrizes): Duas matrizes, A = (a;j)mxn € B = (b;j)mxn, 30 iguais

quando a;; = b;j, paratodoi € {1,2,3,...,m}etodoj € {1,2,3,..,n}

Isso significa que, para serem iguais, duas matrizes devem ser de mesma ordem e apresentar
todos os elementos correspondentes iguais (elementos com indices iguais).

-2 01_1-2 O
Exemplo: [ 4 9] = [ 4 9]
Exercicio 2 — Ainda se referindo as notas de Alice, Ricardo, Emanuel e Leticia, sabemos que a
nota final de cada trimestre é calculada pela média aritmética da nota da prova e da nota do

trabalho. Quais serdo todas as notas finais dos 4 alunos? Considere o seguinte quadro com o0s
dados das notas dos alunos nos trabalhos de cada trimestre:

Quadro 5 - Nota referente aos trés trabalhos

Aluno Trabalho 1 Trabalho 2 Trabalho 3

Alice 8,0 9,0 8,0
Emanuel 6,5 7.5 8,0
Leticia 10,0 8,0 8,5
Ricardo 5,5 8,0 6,5

Fonte: Autores

Com este exercicio, poderemos explicar sobre a soma de matrizes (soma das notas das

provas com os trabalhos). Usando a matriz resultado da soma, vamos dividir todas as entradas
L . 1 . , .
por 2, o que representa multiplicar a matriz por e Sendo assim, também explicaremos a

multiplicagdo de uma matriz por escalar de forma intuitiva, partindo das concepgdes dos alunos

para definir as duas operagdes com matrizes

Definicdo (soma e subtragio de matrizes): dadas duas matrizes, A = (a;j)mxn €

B = (bij)mxn, chama-se soma A + B a matriz C = (¢;j)mxn tal que ¢;; = a;; + b;;, para todo

ij
i etodoj.
Isso significa que a soma de duas matrizes A e B do tipo m X n € uma matriz C do mesmo tipo

em que cada elemento ¢ a soma dos elementos correspondentes em A e B. Isso vale para a
subtracao também.

Definicdo (multiplicacdo de numero por matriz): dado um nimero k e uma matriz
A = (aij)mxn-> chama-se produto kA a matriz B = (b;j)mxn tal que b;; = k.a;; para todo i ¢
todo j. Isso significa que multiplicar uma matriz A por um niimero k é construir uma matriz
B formada pelos elementos de A multiplicados por k.

Exercicio 3 — Uma organizagdo nao governamental (ONG) oferece mensalmente alimentos a
dois abrigos. Para o abrigo 1, sdo doados 25kg de arroz, 20kg de feijao, 30kg de carne e 32kg



de batata. Para o abrigo 2, sao doados 30kg de arroz, 24kg de feijao, 35kg de carne e 38kg de
batata. Uma equipe ¢ responsavel por fazer a cotagdo de pregos por kg, em reais, em dois
supermercados e realizar as compras.

Quadro 6 - Preco dos alimentos em dois mercados distintos

Alimentos (1 kg) Supermercado 1 Supermercado 2
Arroz 5,10 4,80
Feijao 6,30 8,50
Carne 16,50 23,90
Batata 4,60 3,80

Fonte: Autores

Em qual supermercado a ONG deve realizar as comprar para obter o maior rendimento
possivel?

Comentarios: Os alunos serdao orientados a montarem uma tabela com os alimentos necessarios
para cada abrigo. Com ambas as tabelas, espera-se que os estudantes interpretem os dados
corretamente e facam os célculos necessarios para se chegar no resultado. Apds isso, iremos
auxilid-los discentes a escrever ambas as tabelas na forma de duas matrizes: a matriz A
representando a quantidade de alimentos a ser comprada para os dois abrigos e a B,
representando os precos dos alimentos cotados nos dois mercados.

5,10 4,80

A= [25 2030 32] g —| 630 8,50
130243538 16,50 23,90

4,60 3,80

Com as matrizes feitas, mostraremos que o produto dessas duas matrizes resultara em uma
matriz C,y, com colunas representando os supermercados e linhas informando os valores gastos
para cada abrigo.

Para isso, evidenciaremos que cada elemento da matriz C corresponde a uma relagao entre uma
linha de A e uma coluna de B. Sendo assim, o primeiro elemento da matriz C, denominado ¢4,
sera

25x 5,10+ 20 x6,30+30 x16,50+ 32 x 4,60 = 895,70

Essa relagdo ¢ uma soma dos produtos dos elementos da linha 1 da matriz A e da coluna 1 da
matriz B e nos retorna o valor total dos alimentos do supermercado 1 para o abrigo 1. Fazendo
as contas:

Alimentos para abrigo 1:
Supermercado 1:

25%x 5,10+ 20 x6,30+ 30 x 16,50 + 32 x 4,60 = 895,70



Supermercado 2:

25x4,80+ 20 x 8,50+ 30 x 2390+ 32 x 3,80 =1128,60

Alimentos para o abrigo 2:
Supermercado 1: 30x5,10 + 24x6,30 + 35x16,50 + 38x4,60 = 1056,50

30 x 5,10+ 24 x 6,30+ 35 x 16,50 + 38 x 4,60 = 1056,50
Supermercado 2: 30x4,80 + 24x8,50 + 35x23,90 + 38x3,80 = 1328,90

30 x 4,80+ 24 x 8,50+ 35 x 23,90+ 38 x 3,80 =1328,90

Obtendo-se a matriz:

_ [ 895,70 1128,60

¢= 1056,50 1328,90

Que pode ser interpretada no Quadro 4.

Quadro 7 - Resultado dos dois mercados

Supermercado 1 Supermercado 2
Abrigo 1 R$895,70 R$1.128,60
Abrigo 2 R$1.056,50 R$1.328,90

Fonte: Autores

Comparando as somas das colunas, temos:
895,70 + 1056,50 = 1952,20
2457,50 — 1952,20 = 505,30
1128,60 + 132890 = 2457,50

Logo, se a ONG optar por comprar no supermercado 1, ela economizard 505,30 reais.

Comentarios: Como nao ¢ toda matriz que pode ser multiplicada com outra, sendo necessario

satisfazer a condi¢do de existéncia para tal operacdo. A matriz A deve possuir a mesma

quantidade de linhas que as colunas da matriz B e resultado serd uma matriz com tantas linhas

quanto a matriz A e tantas colunas quanto a matriz B.

Definicao (produto de matrizes): dadas duas matrizes, A = (@;j)mxn € B = (bji)nxp, chama-

se produto AB a matriz C = (Cix)mxp tal que cjy = a1.b1 + Ajz.bop + aj3.bay + - +

Ain- by = X a;j. bj paratodo i € {1,2,...,m}etodo k € {1,2, ..., p}

Observacoes:



a) So6 existe o produto AB se o numero de colunas de A for igual ao nimero de linhas de

B.

b) A matriz produto AB ¢ uma matriz que tem o numero de linhas de A € o ntimero de

colunas de B.

¢) O procedimento para determinar cada elemento da matriz se d4 tomando-se cada
elemento da linha 1 da matriz A com cada elemento da coluna k da matriz B, multiplica-

se elemento a elemento e obtém-se a soma de cada produto de elementos.

d) Se A e B sdo matrizes quadradas, entdo ¢ possivel fazer tanto o produto AB quanto BA.
Entretanto, no geral, AB # BA. Ou seja, para matrizes, a ordem dos fatores ALTERA

os produtos.

Exercicio 4 — Resolva a equacao matricial X — A — B = C, sendo dadas

a=[; Jm=l Jec=[3 5]

Exercicio 5 — Calcule as matrizes 24, éB e %(A + B), sendo dadas

A=[é ;]eB=[g

6
3

Exercicio 6 — Calcule os seguintes produtos

o 1 ollz 3l

[1 —1][1
b) |2 2
3 4]

Exercicio 7 — (Enem 2012) Um aluno registrou as notas bimestrais de algumas de suas
disciplinas numa tabela. Ele observou que as entradas numéricas do quadro formavam uma
matriz 4x4, e que poderia calcular as médias anuais dessas disciplinas usando produto de
matrizes. Todas as provas possuiam o mesmo peso, € o quadro que ele conseguiu ¢ mostrada a

2 3

-5 1

seguir.
Quadro 5 - Notas obtidas pelo aluno
1° bimestre 1° bimestre 1° bimestre 1° bimestre
Matematica 5.9 6,2 4,5 5,5
Portugués 6.6 7,1 6.5 8,4
Geografia 8,6 6,8 7,8 9,0
Historia 6,2 5,6 5,9 7,7

Para obter essas médias, ele multiplicou a matriz obtida a partir da tabela por

Fonte: Enem questdo 178 da prova amarela, 2012
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Exercicio 8 — (UEPA 2012) O célcio ¢ essencial para a transmissao nervosa, coagulacao do
sangue e contracdo muscular; atua também na respiracdo celular, além de garantir uma boa
forma¢do e manutencdo de ossos e dentes. A tabela 1 abaixo mostra que a ingestao didria
recomendada de célcio por pessoa varia com a idade.



Quadro 8 - Consumo ideal de célcio por dia

Idade Calcio(mg/dia)
4 a 8 anos 800
9 a 13 anos 1300
14 a 18 anos 1300
19 a 50 anos 1000

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Calcio. Acesso em 13 set. 2024

Foi por essa importancia que o calcio tem para o corpo humano que a diretora de uma escola
resolveu calcular a quantidade de célcio que teria de usar nas refei¢des diarias dos seus alunos
para suprir tal necessidade. A tabela 2 abaixo mostra a quantidade de alunos por idade existente
nessa escola.

Quadro 9 - Idade em relagdo a quantidade de alunos

Idade Alunos
4 a 8 anos 60
9 a 13 anos 100
14 a 18 anos 80
19 a 50 anos 40

Fonte: UEPA, Prosel 2012 - 3° etapa, questdo 30

A quantidade didria de calcio, em mg, que teria que usar nas refei¢des desses alunos é:

a) 286.000
b) 294.000
¢) 300.000
d) 310.000
e) 322.000

Exercicio 9 — Utilizando a tabela de notas de Alice, Leticia, Emanuel e Ricardo, dos exercicios
1 e 2, suponha que o professor, para ajudar a aumentar a média da turma, decidiu colocar pesos
diferentes para as notas de cada trimestre. Para a primeira nota, o peso foi 2, para a segunda 3
e para a terceira 4. Quais foram as médias finais do ano letivo para cada aluno?

Determinantes

O determinante ¢ um nimero associado a uma matriz que pode ser usado para resolugdo de
sistemas lineares; verificar se trés pontos estdo alinhados no plano cartesiano, no estudo de
campos elétricos, entre outros exemplos. Calculamos determinantes somente de matrizes
quadradas.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Cálcio

Defini¢ao (determinante): Consideremos o conjunto das matrizes quadradas de elementos
reais. Seja M uma matriz de ordem n desse conjunto. Chamamos determinante da matriz M (e

indicamos por det M) o niimero que podemos obter operando com os elementos de M da
seguinte forma:

1- Se M é de ordem 1 entdo det M é o Unico elemento de M.
M = (a;,) > detM =a,,

Exemplo: M = [6] = detM =6

2- Se M ¢ de ordem 2 (ou seja, € uma matriz de ordem 2 X 2), entdo det M ¢ o produto

dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal
secundaria.

Exemplo:
3 =1 _ 5 5 41y —
|4 ) | =3-2-4(-1)=10

3- Se M ¢ de ordem 3, definimos

detM = ayq.05;.a33 + A1073031 + 1303103, — A1302,037 — A11023037 — A12021033

Por meio da regra de Sarrus € possivel memorizar esta defini¢do para calcular o determinante
da seguinte forma:

a) Repetimos, ao lado da matriz, as duas primeiras colunas.

b) Os termos precedidos pelo sinal (+) sdo obtidos multiplicando-se os elementos segundo
as flechas situadas na dire¢do da diagonal principal.

¢) Os termos precedidos pelo sinal (—) sdo obtidos multiplicando-se os elementos segundo
as flechas situadas na dire¢ao da diagonal secundaria.

Exemplo:
1 3 4]1 3
5 2 =-3|5 2=4-9+80—-(8—-12+30) =49
1 4 211 4




Exercicio 10 — Calcule os determinantes:

-3 =2
a) 2 1
2
4 2 -4
b) |7 2 3
1 0 7

Exercicio 11 — Determine x tal que:

|21x 3x;—2|:0

Exercicio 12 — (UEL) A soma dos determinantes indicados a seguir ¢ igual a zero

a b —-a -b
|b a| + | b a |
A) quaisquer que sejam os valores reais de a e de b.
B) se e somente se a=b.
C) se e somente se a = -b.
D) se e somente se a = 0.
E) se e somente sea=b=1.



Apostila — Matrizes e Determinantes

Vocé conhece o significado dos valores 144p, 240p, 360p, 480p, 720p e 1080p?

1X1 2X2 5X5

10X 10 20X 20 50 X 50 100X 100

Elol®

Quadro para ser colorido:

oj0{o0ojojo0j1j1y1{1{1j0[0({0j0j01|0
ojo0{ojoy1jrj1rj1yrf1j1j1y1j0j01(0
0(0({0(0(4(4(4(2(2(5(2(0(0(0|0]0O0
010{04|2|4|2|2|2|5]|2]|2(2]|]0]0|0
0(0(0(4 (24422252 (2(2(01]0
0/0{0(0|4|2|2|2|2|5|5|5|5]|]0]0|0
o(ofofofof(2(2(2(2(2(2(0(0(04(01¢0
o(ofofofr{r{3(r{r{3(1ry1ry{o;o0f(o0yo
ojo0j{oj1r 113|113 |1{1({170(01(0
o(of(r({ryr{r{3{3(3(3(1(1{1{1y040
010{2(2|1|3|6|3|3(6|3|1(2]|2]0|0
01022123333 (3|3[2(2]|2]0|0
01022333 |3(3(3|3[3(2]|2]0/0
0/0{0j0|3|3|3|0{0(3|3[3[0]|]0]0]|0O0
0(0({0(4(4(4(0(0(0(0|4(4(4(0(01]0
0/0({4(4,4|4(]0|0]0(0]|4]|4(4]|4]0|0

0—Branco; 1-Vermelho; 2—Rosaclaro; 3 —Azul, 4—Marrom; 5-—Preto; 6 — Amarela.

1) Localize uma célula pintada de cada cor (branco, vermelho, rosa claro, marrom, preto e

amarelo) e escreva instrugdes para encontra-la.

2) Existe alguma maneira padronizada para dar tais instru¢des? Em caso afirmativo diga

qual, em caso negativo, diga no que este padrao poderia contribuir.

Exercicio 1 — Ao final do ano letivo, Alice, Ricardo, Emanuel e Leticia estavam conversando

sobre suas notas das provas de matematica em cada trimestre, em que cada prova foi feita em
trimestres diferentes. Alice ficou com 7,5 na primeira prova, 8,0 na segunda e 9,0 na terceira.
Ja Ricardo tirou 6,5; 7,0 e 8,5 na primeira, segunda e terceira provas, respectivamente, enquanto
Emanuel ficou com 8,0; 7,5 e 7,0. Por ultimo, Leticia tirou 9,0; 8,5 e 8,0. De que maneira

podemos organizar estas notas para que seja mais facil entender estes dados?



Definicao (matrizes): Dados dois numeros, m e n, naturais ¢ nao nulos, chama-se matriz m
por n (indica-se m X n ) toda tabela M formada por nimeros reais distribuidos em m linhas e
n colunas.

Tipos de matrizes:

e Matriz linha: formada apenas por uma linha.

e Matriz coluna: formada apenas por uma coluna.

e Matriz nula: formada por elementos iguais a zero.

e Matriz quadrada: formada pelo mesmo numero de linhas e colunas

e Matriz identidade: ocorre quando os elementos da diagonal principal (onde em a;;

temos i = j ) sdo todos iguais a 1 e os outros elementos sdo iguais a zero.

Defini¢io (igualdade de matrizes): Duas matrizes, A = (a;j)mxn € B = (b;j)mxn, 30 iguais
quando a;; = b;j, paratodoi € {1,2,3,...,m}etodoj € {1,2,3,...,n}.

Isso significa que, para serem iguais, duas matrizes devem ser de mesma ordem e apresentar
todos os elementos correspondentes iguais (elementos com indices iguais).

Exemplo: 2 0] = [_2 0]
4 9 4 9
Exercicio 2 — Ainda se referindo as notas de Alice, Ricardo, Emanuel e Leticia, sabemos
que a nota final de cada trimestre ¢ calculada pela média aritmética da nota da prova e da nota
do trabalho. Quais serdo todas as notas finais dos 4 alunos? Considere a seguinte tabela com os
dados das notas dos alunos nos trabalhos de cada trimestre:

Aluno Trabalho 1 Trabalho 2 Trabalho 3
Alice 8,0 9,0 8,0
Emanuel 6,5 7,5 8,0
Leticia 10,0 8,0 8,5
Ricardo 5.5 8,0 6,5

Definicdo (soma e subtragio de matrizes): dadas duas matrizes, A = (a;j)mxn €
B = (b;j)mxn, chama-se soma A + B a matriz C = (¢;j)mxn tal que ¢;; = a;; + b;j, para todo
i e todo j. Isso significa que a soma de duas matrizes A e B do tipo m X n é uma matriz C do

mesmo tipo em que cada elemento ¢ a soma dos elementos correspondentes em A e B. Isso vale
para a subtragdo também.

Definicdo (multiplicacdo de numero por matriz): dado um nimero k e uma matriz
A = (a;j)mxn» chama-se produto kA a matriz B = (b;;)mxn tal que b;j = k.a;; para todo i e
todo j. Isso significa que multiplicar uma matriz A por um nimero k ¢ construir uma matriz B
formada pelos elementos de A multiplicados por k.

Exercicio 3 — Uma organizacdo nao governamental (ONG) oferece mensalmente alimentos a
dois abrigos. Para o abrigo 1, sdo doados 25kg de arroz, 20kg de feijao, 30kg de carne e 32kg
de batata. Para o abrigo 2, sao doados 30kg de arroz, 24kg de feijao, 35kg de carne e 38kg de
batata. Uma equipe ¢ responsavel por fazer a cotacdo de pregos por kg, em reais, em dois
supermercados e realizar as compras.

Cotacao de precos



Alimentos (1 kg) Supermercado 1 Supermercado 2
Arroz 5,10 4,80
Feijao 6,30 8,50
Carne 16,50 23,90
Batata 4,60 3,80

Em qual supermercado a ONG deve realizar as comprar para obter o maior rendimento
possivel?

Definicao (produto de matrizes): dadas duas matrizes, A = (@;j)mxn € B = (bji)nxp, chama-
se produto AB a matriz C = (Cix)mxp tal que ciy = aj1.b1 + Ajz. by + Aj3.bay + - +
Ain- by = X a;j. bj paratodo i € {1,2,..., m} etodo k € {1,2, ..., p}

Observacoes:

a) So6 existe o produto AB se o numero de colunas de A for igual ao nlimero de linhas de
B.

b) A matriz produto AB ¢ uma matriz que tem o numero de linhas de A e o numero de
colunas de B.

¢) O procedimento para determinar cada elemento da matriz se d4 tomando-se cada
elemento da linha i da matriz A com cada elemento da coluna k da matriz B, multiplica-
se elemento a elemento e obtém-se a soma de cada produto de elementos.

Exercicio 4 — Resolva a equa¢do matricialX — A — B = C, sendo dadas
_[1 0 _[1 5 _[-1 -2
A_[7 2]’3_[2 4]eC—[3 5]

Exercicio 5 — Calcule as matrizes 24, éB e %(A + B), sendo dadas

1=l gles=ly 3

Exercicio 6 — Calcule os seguintes produtos

o} ol 3
L=y 2 3

b

>[§ 31[4 %5 il

Exercicio 7 — (UEPA 2012) O célcio ¢ essencial para a transmissao nervosa, coagulacao do
sangue e contragdo muscular; atua também na respiracdo celular, além de garantir uma boa
formacgdo e manuten¢do de ossos e dentes. A tabela 1 abaixo mostra que a ingestdo diaria
recomendada de calcio por pessoa varia com a idade.

Idade Calcio(mg/dia)

4 a 8 anos 800

9 a 13 anos 1300




14 a 18 anos 1300

19 a 50 anos 1000

Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Calcio. Acesso em 13 set. 2024

Foi por essa importancia que o célcio tem para o corpo humano que a diretora de uma escola
resolveu calcular a quantidade de célcio que teria de usar nas refei¢des diarias dos seus alunos
para suprir a essa necessidade. A tabela 2 abaixo mostra a quantidade de alunos por idade
existente nessa escola.

Idade Alunos
4 a 8 anos 60
9 a 13 anos 100
14 a 18 anos 80
19 a 50 anos 40

Fonte: UEPA, Prosel 2012 - 3° etapa, questdo 30

A quantidade diaria de calcio, em mg, que teria que usar nas refeicoes desses alunos é:

a) 286.000
b) 294.000
¢) 300.000
d) 310.000
e) 322.000

Exercicio 8 — Utilizando a tabela de notas de Alice, Leticia, Emanuel e Ricardo, do exercicio
1 e 2, suponha que o professor, para ajudar a aumentar a média da turma, decidiu colocar pesos
diferentes para as notas de cada trimestre. Para a primeira nota, o peso foi 2, para a segunda 3
e para a terceira 4. Quais foram as médias finais do ano letivo para cada aluno?

Determinantes

O determinante ¢ um nimero associado a uma matriz que pode ser usado para resolugao de
sistemas lineares, verificar se trés pontos estdo alinhados no plano cartesiano, no estudo de
campos elétricos, entre outras aplicagdes. Calculamos determinantes somente de matrizes
quadradas.

Defini¢ao (determinante): Consideremos o conjunto das matrizes quadradas de elementos
reais. Seja M uma matriz de ordem n desse conjunto. Chamamos determinante da matriz M (e
indicamos por det M) o niimero que podemos obter operando com os elementos de M da
seguinte forma:

1- Se M é de ordem 1 entdo det M é o tinico elemento de M.
M = (all) = detM =a11

Exemplo: M = [6] = detM = 6


http://pt.wikipedia.org/wiki/Cálcio

2- Se M ¢ de ordem 2 (ou seja, ¢ uma matriz de ordem 2 X 2), entdo det M ¢é o produto
dos elementos da diagonal principal menos o produto dos elementos da diagonal

secundaria.
11 iz Ii a;.ﬁ
M= = det M < Yl=a,a, — a,a,
8y 8y ajgi ax:{
x iy

3- Se M ¢ de ordem 3, o determinante pode ser calculado pelo método de Sarrus:

a) Repetimos, ao lado da matriz, as duas primeiras colunas.

b) Os termos precedidos pelo sinal (+) sdo obtidos multiplicando-se os elementos segundo
as flechas situadas na dire¢ao da diagonal principal.

¢) Os termos precedidos pelo sinal (—) sdo obtidos multiplicando-se os elementos segundo
as flechas situadas na dire¢ao da diagonal secundaria.

R:-28

2x 3x+2
=0
1 X
X =2, >

Exercicio 11 — (UEL) A soma dos determinantes indicados a seguir ¢ igual a zero

ab -a-b
+
b a b a

A) quaisquer que sejam os valores reais de a e de b.
B) se e somente se a =b.
C) se e somente se a = -b.

D) se e somente se a = 0.



E) se e somente sea=b=1

Tarefa de Casa

1) (Enem 2012) Um aluno registrou as notas bimestrais de algumas de suas disciplinas numa
tabela. Ele observou que as entradas numéricas da tabela formavam uma matriz 4x4 e que
poderia calcular as médias anuais dessas disciplinas usando produto de matrizes. Todas as
provas possuiam o mesmo peso, € o quadro que ele conseguiu ¢ mostrada a seguir:

1° bimestre 1° bimestre 1° bimestre 1° bimestre
Matematica 5.9 6,2 4,5 5,5
Portugués 6,6 7,1 6,5 8,4
Geografia 8,6 6,8 7.8 9,0
Historia 6,2 5,6 5.9 7,7

Para obter essas médias, ele multiplicou a matriz obtida desse quadro por

_l_ _l_

2 4

1 1 1

1111 1111 1 2 4
A333 B33l 94 D) i B 1
1 2 4

1 1

_2_ _4__

2- (UFRGS) A matriz C fornece, em reais, o custo das por¢des de arroz, carne e salada usados
em um restaurante. A matriz P fornece o nimero de por¢des de arroz, carne e salada usados na
composi¢ao dos pratos tipo Py, P, e Ps.

1\ arroz 2 1 1\pratoP;
C = <3> carne P = (1 2 1) prato P,
2/ salada 2 2 0/pratoPs

A matriz que fornece o custo de producdo, em reais, dos pratos Py, P, e P; ¢:
7 4 9 2
) (9) b (4) 0 (11> ) <8)
8 4 4 6

BONJORNO, J. R.; GIOVANNI, J. R. J.; ROBERTO, P. Prisma matematica: sistemas,
matematica financeira e grandezas: ensino médio: drea do conhecimento: matematica e suas
tecnologias — 1, ed - Sdo Paulo: Editora FTD, 2020.
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Relatorio da aula ministrada no dia 14 de setembro

No terceiro dia de aula havia 17 alunos presentes, dos quais a maioria chegou apds
alguns minutos do horario de inicio da aula e o assunto previsto para ser tratado nesse dia foi
Matrizes e determinantes. A aula iniciou com a resolucao da lista de tarefas da aula anterior,
sendo disponibilizado 5 a 10 minutos para sua resolu¢do. Os professores estagidrios pediram
para os alunos mostrarem quais das perguntas eles possuiam mais dtvidas, e eles indicaram o
exercicio 3. Esse exercicio pedia o célculo da variancia, o que nao foi tratado na aula passada
por falta de tempo. Os professores explicaram o que era variancia e desvio padrao para os alunos
e responderam no quadro a questao.

As 3 atividades previstas para introduzir matrizes e trabalhar com algumas operagdes
demoraram bem mais do que os professores estagiarios planejaram. A primeira atividade, em
que era necessario colorir e responder 2 questdes em relacdo ao desenho de um personagem
famoso, teve a maior disparidade de tempo. Os alunos mostraram bastante interesse nessa
atividade, e com ele veio uma grande demora (ndo planejada) para pintar todas as células.
Quando foi perguntado aos alunos como eles responderam as duas questdes (cujo objetivo era
ajudar os alunos a ponderarem sobre como identificar células e se existe uma maneira
padronizada de se dar instrugdes para localizar esta célula), eles responderam 4 diferentes
métodos, sendo um deles o sistema utilizado no jogo Batalha Naval ou Xadrez, em que as linhas
sdo letras e as colunas sao numeros. Os outros 3 métodos sdo variagoes desse sistema, com
numeros nas linhas e letras na coluna, letras nas linhas e colunas e nimeros em ambas. Os
professores estagiarios, ao discutirem a defini¢do de matriz, mencionaram que na Matematica
¢ utilizado apenas numeros em ambos, pelo fato de que o alfabeto ¢ finito, e assim, em
problemas grandes, seria necessario definir outros elementos. Como a primeira atividade
ocupou muito tempo da aula, o primeiro horario acabou quando os alunos iniciaram o segundo
exercicio da apostila.

No segundo horario, os alunos conseguiram terminar a resolu¢do do segundo exercicio
e os professores estagiarios fizeram a correcao no quadro. Os alunos entenderam rapidamente
o algoritmo que ¢ feito para a soma e multiplicagdo de um nimero por matriz, com apenas um
deles em diivida se era sempre necessario fazer uma média entre os dois quando se adiciona
matrizes. Os professores falaram que essa média era especifico desse exercicio, em que era
solicitado realizar a média entre as notas. No terceiro exercicio, que era introdutorio de
multiplicagdo de matrizes, os professores estagidrios notaram que os alunos conseguiram

responder de maneiras diferentes do planejado, com alguns deles primeiramente somando os



quilos de ambos os abrigos para multiplicar pelo preco dos dois mercados. Assim, em vez de
fazer uma multiplicacdo de matriz 2x4 com 4x2, com a multiplica¢ao dos quilos separadamente,
a maioria fez uma matriz 1x4 vezes 4x2, sendo essa matriz 1x4 a dos quilos de ambos os abrigos
somados. Esse calculo resultava em uma matriz 1x2, com os elementos sendo os valores totais
que a ONG gastaria nos dois supermercados. Os professores, ao definirem a multiplicacio entre
matrizes discutiram os dois pensamentos. Em relagdo as davidas sobre o problema, um aluno
pensou que apenas somar os precos € comparar as duas somas seria o suficiente para achar o
mais caro. Os professores comentaram que € necessario utilizar a variavel dos quilos, visto que
ela poderia alterar o valor final dos produtos.

Faltando vinte minutos para a aula acabar, os professores pediram para os alunos
resolveram os exercicios que trabalhavam o que foi ensinado durante aula. Durante esses
exercicios, os alunos confundiram a ordem da multiplicacdo (linha x coluna) para fazer o
produto de matrizes. Os professores estagiarios reforgaram que a ordem durante a multiplicacao
de matrizes importa, sendo que € uma operagdao nao comutativa.

Pela falta de tempo, foi decidido que nao seria trabalhado determinantes nessa aula e os
ultimos minutos dela foram utilizados para resolverem os exercicios de fixagao. Com o uso de
um tempo grande para os 3 exercicios iniciais, os professores estagiarios refletiram que teria
sido melhor se tivessem feitos problemas mais enxutos e simples, para que os alunos tivessem
mais tempo para fazerem os exercicios contextualizados que utilizavam operacdes de matrizes,

podendo-se até ter tempo para definir determinante.



2.4 AULA 04 — Sistemas Lineares I (21/09)
Plano de Aula

Publico-Alvo: Alunos inscritos no Promat.
Tempo de execucio: 3 horas e 30 minutos.

Conteudo: Sistemas Lineares
e Equagdo Linear
e Sistema com uma ou mais incognitas

Objetivo Geral:

(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras areas
do conhecimento, que envolvem equacgdes lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e
graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com sistemas lineares, objetiva-se que o aluno seja capaz de:

e Identificar o que é um sistema linear.

e Identificar os diferentes tipos de sistemas lineares.

e Resolver sistemas de equagdes lineares 2x2 e 3x3, seja pelo método da substitui¢ao ou
pelo método da soma.

e Reconhecer, por meio da construgdo de graficos, a solugao de sistemas 2x2.

Recursos Didaticos: Slides, apostila produzida pelos autores, quadro, giz, lista de exercicios
impressa.
Introducio

Iniciaremos as atividades com a retomada do conteudo da ultima aula, perguntando a
eles se tiveram alguma duvida para resolver as listas e se teriam algum exercicio para que os
professores resolvessem no quadro.

Ap0s esse periodo, vamos apresentar o exercicio inicial para sistemas lineares.

Exercicio 1 (REMat - Adaptado) — Seu Claudio ¢ um agricultor, tem seu sitio, com suas
plantagdes de feijdo e um grande agude onde ha muitos peixes. O esfor¢o que ele faz
trabalhando no campo acaba consumindo muito de sua energia, e dependendo do dia, o corpo
humano de um homem necessita de 1800 a 3200 quilocalorias (Kcal) dia.

Seu Claudio pretende consumir 1880 Kcal por dia, tomando como base somente dois
alimentos: feijdo e peixe. Entdo ele tirou as seguintes conclusdes

e 100g de feijao equivalem a 330Kcal 1g=3.3
e 100g de peixe equivalem a 70Kcal  1g=10,7
O que ele pode fazer para que atinja a meta de consumir 1880 quilocalorias?



Comentarios: iremos incentivar os estudantes a calcularem quantas calorias ha em uma tnica
grama de cada alimento. Com isso, serd possivel montar a equagdo 3.3x + 0.7y = 1880, na
qual as incognitas x e y representam o peso, em gramas, de feijdo e peixe respectivamente.
Tentaremos nortear a ideia para gerar um grafico; ou montar um conjunto com as solugoes.

Ao finalizar a atividade vamos definir os conceitos de equagdo linear com duas ou mais
incognitas analisando as infinitas solug¢des possiveis.

Definicao (Equacao Linear): Uma equacao de uma ou mais incognitas ¢ chamada de linear
quando todas as variaveis tém expoente 1 e ndo ha multiplicacdo nem divisdo entre variaveis.
A representacdo geral desse tipo de equacdo ¢ dada por:

a;xq +axx, +azxs + -+ apx, =b

Em que xq,xy,..,X, sdo incégnitas, a,,a,,..,a, sdo constantes reais chamadas de
coeficientes da equagdo e b ¢ uma constante real.

Exemplos:

a) 3,3x + 0,7y = 180 ¢ uma equacgado linear com coeficientes 3,3 e 0,7 e incognitas x e y.

b) 3x + 2y = 11 ¢ uma equagdo linear com coeficientes 3 e 2 e incognitas X e y.

¢) 8x —y+ 3z = —1 ¢ uma equacdo linear com coeficientes 8, -1 e 3 e incognitas x, y e
z.

d) 3x2+ 2 = 1 ndo é uma equagio linear, pois é do 2° grau em relacdo a x.

e) i + 3y = 8 ndo ¢ uma equacao linear, pois o expoente de x ¢ -1.

Em seguida vamos ter a continuagdo da questdo anterior:

Exercicio 1.1 — Seu Claudio percebeu que haveria muitas opgdes e resolveu de uma vez que
gostava de comer mais peixe que feijao, por isso disse

- O que comer de feijdo, comerei o dobro de peixe.

Seguindo a mesma margem de 1880Kcal didrias, quais serdo as possiveis solugdes para esse
cardapio?

Comentarios: Promover que os alunos tentem resolver, ajudando-os a verem como estas duas
informagdes agora sdo ligadas para encontrar a solu¢dao do problema. Instruir para que montem
um novo grafico, no mesmo eixo de plano cartesiano construido no exercicio anterior para
verificarem a resolucao grafica do problema.

Definicao (sistema linear): Um sistema linear de m equagdes e n incognitas (comm > 1 e
n > 1) é um conjunto de equagdes simultdneas da forma:

a11x1 + a12x2 + a13x3 + -+ alnxn = bl
az1X1 + Ay2X, + ay3X3 + -+ ArnXy = b2

Am1X1 + QaXy + Aps3Xs + -+ AQpnXn = by,



Em que

®  Xi1,Xy, X3 ...Xy SA0 as incognitas;
e a;; sdo os coeficientes;

e D, sdo os termos independentes.

Método da eliminacio (soma):

Vamos comegar com um sistema linear simples, com mesmo numero de equagdes e incognitas,
ou seja, n equagdes € n incdgnitas. Por exemplo, para n =2 considere o seguinte sistema linear:

x+2y=3 (i)
{3x+5y= 7 (i)

Nesse caso, as incognitas sao x e y. Uma maneira simples para resolver esse sistema ¢ através
da eliminacao:

1) Subtraindo 3 vezes a primeira equacdo da segunda equacdo, eliminamos a incognita x da
segunda equacdo e ficamos com uma equacdo linear somente em Yy:

(equagdo ii) — 3 (equagdo i) > 0x —y = —2
De onde obtemos y = 2.

2) Agora, basta substituir o valor encontrado de y na primeira equagdo, por exemplo:
Ix+2y=3=2>1x+212)=3=>x=3—-4=>x=-1

Assim, encontramos um par (x,y) = (—1,2) que satisfaz ambas as equagdes, portanto sao
solucdes do sistema.

Exercicio 2 - Sabe-se x e y sdo as incognitas do seguinte sistema linear:

{x+2y=4
x—1y=2

Qual ¢ o produto de x e y?

Solucao:

X+2y—(x—-y)=4-2 -3y =2 —>y=§

2 4 8

x+2(—)=4 »x=4—- ->x=-

3 3 3
xxy=S8,2_16
Y=3%37 %



Exercicio 3- Resolva o seguinte sistema de equagoes:

{x+2y=5
xt+y=4%

Comentarios do exercicio: para encontrar o conjunto solugdo desse sistema, vamos realizar a
subtracdo da primeira equacao com a segunda obtendo

x+2y—(x+y)=5—-4
y=1
Substituindo o y na segunda linha temos
x+1=4
x=3

Assim, encontramos o conjunto solugdo {3,1}. Esse conjunto ¢ solu¢do das duas equacdes ao
mesmo tempo e i1sso significa que esse sistema tem uma solugao possivel,e¢oparx =3 ey =
1. Apos encontrar essa solucdo, sera mostrado novamente aos alunos como utilizar graficos
para visualizar a solucdo do sistema. Para a construcao das duas retas que irdo se interceptar no
ponto (3,1), faremos o uso de duas tabelas para organizar pontos que sdo solugdes de cada uma
das equagdes. Para a primeira tabela, utilizaremos a primeira equagao:

x+2y=5
Tabela 1: Tabela de valores

X y

1 2

2 1,5

3 1

Fonte: Autores

Apos isso, vamos repetir o mesmo feito para a segunda equacdo e encontrar os respectivos
valores de y

x+y=4
Tabela 2: Tabela de valores
X y
1 3
2 2
3 1

Fonte: Autores



Assim, vamos marcar os pontos no plano cartesiano, os quais estardo alinhados no plano. Sera
feita uma discussao para esclarecer que os graficos de ambas as equacdes serdo de fato retas.
Com base no fato de que pontos que pertencem a uma reta sdo solugdes da equagdo associada
a ela, levaremos os alunos a entenderem que o ponto de intersecdo, que faz parte de ambas as
retas, soluciona ambas as equacgoes.

Teremos o primeiro contato com os possiveis resultados de um sistema
Um sistema linear pode ser classificado em 3 tipos:

e Sistema possivel e determinado (SPD)
e Sistema possivel e indeterminado (SPI)
e Sistema impossivel (SI)

Figura 12 - Classificagdo de sistemas lineares

Um sistema linear pode ser classificado em 3 tipos:

s Sistema possivel e determinado (SPD)
* Sistema possivel e indeterminado (SPI)
* Sistema impossivel (Sl)

Fonte: Autores

Exercicio — Sistema de duas incdégnitas:
a) Represente por uma expressao o perimetro P de cada uma das figuras abaixo.

b) Para quais valores de x e y ambas as figuras abaixo tém um perimetro igual a 100?

Figura 13 - Formas geométricas

2x

y-10

Fonte: Autores

Solugdo a):
P, =2x + 2y



Solugao b):

{ 2x + 2y =100
4x + 2y — 20 =100

Reescrevendo a segunda equagao

{Zx + 2y =100
4x + 2y =120

Fazendo o método da soma, temos: x = 10, y = 40.

Exercicio (UEL-PR) Um comerciante varejista comprou 80 calgas de dois tamanhos
diferentes, pequeno e médio, gastando R$4.300,00. Cada calga de tamanho pequeno custou
R$50,00 e cada calca de tamanho médio custou R$60,00. Quantas cal¢as de tamanho pequeno
e médio, respectivamente, ele comprou?

Comentarios: Podemos resolver montando o sistema

{ p+m =80
50p + 60m = 4300

Fazendo
(equacao 2) — 50(equagio 1) = 10m = 300 = m = 30
Substituindo na equacao 1,
p+30=80=p=>50
Assim, foram compradas 50 calgas tamanho pequeno e 30 calgas tamanho médio.

Em seguida, vamos utilizar este mesmo exercicio para explicar o método da
substituicao:

Método da substituicio:

Dado um sistema qualquer
p+m=280
{SOp + 60m = 4300
Uma outra forma de resolvé-lo ¢ pelo método de substituicao, que consiste em:

1) Isolar uma das incognitas em uma das equacdes
p=80—m
2) Substituir o valor encontrado no passo 1) na segunda equacao



50 (80 —m) + 60m = 4300
4000 — 50m + 60m = 4300
10m = 4300 — 4000
m = 30
3) Substituir o valor da incognita encontrada na primeira equagao

p+30=280
p =50

(Exercicio Vestibular Univesp 2021 - Questao 04) Uma loja colocou copos e canecas em

promogao, no total de 80 pecas. No primeiro dia de promogao, foi vendido % do niimero de

1 , . . , ~ .
copos e do numero de canecas, totalizando 12 pegas. Qual foi o nimero de copos nao vendidos

nesse dia?

Solucdo: montar o sistema
x+y =280
x Yy
—+==12
5 9
Substituindo a primeira equagdo na segunda, temos:
80—y vy
+ ==
5 9

12

Resolvendo esta equagao,
720 — 9y + 5y = 540

Assim,

—4y = —180

y =45

Substituindo na primeira equagdo, temos que x = 35
E encontramos o numero de copos total, mas queremos saber quantos copos ndo foram
vendidos. Fazendo de modo que a diferenca, encontramos que o numero de copos vendidos foi

35 “ , . . .
de - = 7, entdo o nimero de copos ndo vendidos foi de 28.

Sistema de trés incognitas

Exercicio: Maria quer se preparar para o vestibular focando nas suas trés matérias especificas,
Matematica, Fisica e Quimica. Ela quer estudar 30 horas por semana, distribuidas entre as trés
matérias. Além disso, ela quer seguir os seguintes critérios:

e FEla precisa dedicar o dobro do tempo de estudo em Matematica do que em Fisica.

e A soma do tempo de estudo em Fisica e Quimica deve ser igual ao tempo que ela dedica

a Matematica.

Ajude Maria a determinar quantas horas por semana ela deve dedicar a cada matéria para seguir
seu planejamento.



Solucio: Seja x as horas de estudo de Matematica, y de Fisica ¢ z de Quimica.

x+y+z=30
{ x =2y
yt+z=x

Reorganizando o sistema,

x—2y=0
—x+y+z=0
(equagdo 1) — (equacgio 3) = 2x = 30

{x+y+z=30

Ou seja,
x =15
Substituindo x = 15 na equagdo 2, temos:
15-2y =0
Dai,

2y =15

y=175
Agora na equagdo 1, temos

15+75+2z=30
Entao,
z=30—-225

Assim, z = 7,5, com isso concluimos que Maria dedicara 15 horas de estudo em Matematica,
7,5 horas em Fisica e 7,5 horas em Quimica.

Outra solucio: Observe que poderiamos resolver pelo método da substituicdo também
Substituindo equagdo 2 na equagdo 1 e na 3, teriamos

{2y+y+z=30

y+z=2z
{Sy +2z=30
—-y+z=0
Assim, z = y. Com isso,
3z4+2z=230
z=175
Logo
y=175

Substituindo na terceira equagao,
x+75+75=30
Assim,
x =15

Exercicio 9 — Escreva a equagdo com duas e trés varidveis que representa cada sentenca:



a) A soma de dois nimeros distintos equivale a 14 R: x +y = 14

b) Em um estojo, ha 15 objetos, entre lapis e canetas. R: 1 + ¢ = 15

c¢) Fui a feirinha e comprei alguns pastéis por R$ 5,00 cada, alguns sucos por R$
3,50 cada um e algumas verduras para minha mae que cada pacote custava R$
8,00 cada. Ao todo paguei R$ 71,00. R: 5p + 3,5s + 8v = 71

d) Em uma prova, para cada questdo certa, o estudante recebe +5 pontos e, para
cada questao errada ou em branco, ele recebe -3 pontos. Um estudante tirou 12
pontos nessa prova. R: 5a — 3e = 12

Exercicio 10 — Modele um sistema de equagdo com as situagdes apresentadas:

1- Uma mercearia adquiriu caixas de bombons contando 24 unidades nos sabores chocolate
e morango. Cada caixa contém 4 bombons de chocolate a mais do que a quantidade de
bombons de morango. Quantos bombons de cada sabor hd em cada caixa?

{c +m =24
c=m+4
c=14
m =10
2- Gabriela e Lucas juntaram suas economias para comprar uma televisdo de R$ 4 500,00.
Gabriela conseguiu juntar o dobro que Lucas. Quanto cada um economizou?
g +1=4500
{ g =21
g = 3000
[ =1500

Atividade Pega-Varetas
Vamos pedir para os alunos se unirem em grupos de 3 alunos para realizar a seguinte atividade:

Num jogo de pega-varetas, a vareta verde vale 1 pontos, a azul 3 pontos, a amarela 5 pontos, a
vermelha 15 pontos e a preta 30 pontos. Joguem uma partida e, de acordo com o nimero de
varetas pegas por cada jogador, formem um sistema linear de trés incognitas para que outro
grupo o solucione!

Comentarios: Os alunos podem se perguntar como fazer para formar um sistema de apenas
trés incognitas se por acaso eles pegarem mais de trés cores de varetas. Podemos instruir que
eles podem colocar o valor numérico de pontos, para ndo incluir mais de trés incognitas.

Outra davida que pode surgir, € se um aluno pegar apenas uma ou duas cores. Podemos salientar
que este ndo sera um problema, que um sistema de trés incognitas ndo necessariamente precisa
ter trés equacdes com todas as trés incognitas para ter solugdo tnica.

Tarefa de casa

Exercicio 1 — Resolva os seguintes sistemas:

2x+3y=11 _ B
a){x—3y=1 Rix=4,y=1
x+y=10 S B
b) {x—y=—4 Rix=3,y=7



x+2y=3
©) {x—2y=4

Exercicio 2 - (ENEM 2021 questdo 164) Uma pessoa pretende viajar por uma companhia aérea
que despacha gratuitamente uma mala com até 10 kg. Em duas viagens que realizou, essa pessoa
utilizou a mesma mala e conseguiu 10 kg com as seguintes combinacdes de itens:

Quadro 10 - Itens da viagem

Viagem Camisetas Calcas Sapatos
I 12 4 3
I 18 3 2

Fonte: Enem, questao 164, 2021.

Para ter certeza de que sua bagagem tera massa de 10 kg, ela decide levar essa mala com duas
calcas, um sapato e o maximo de camisetas, admitindo que itens do mesmo tipo tém mesma
massa. Qual a quantidade maxima de camisetas que essa pessoa podera levar?

a) 22
b) 24
c) 26
d) 33
e) 39
Escrevendo o sistema

12x +4y+3z=10 (1)

18x +3y+2z=10 (2)

mx+2y+z=10 (3)
Em que m ¢ a quantidade méxima de camisetas. Fazendo pelo método da soma, se multiplica a
equacdo (3) por 3 e subtraindo a equacao (1), temos a equacao

(Bm—12)x + 2y = 20 (4)

Multiplicando a equagdo (3) por 2 e subtraindo a equagao (2), temos a equagao

2m—-18)x+y =10
Que, ao multiplicar por 2 pode ser reescrita como

(4m —36)x + 2y = 20 (5)
Fazendo agora (5)-(4), temos
Bm—-12)x =0
(dm—-36)x=0
Assim,
4m —36 =3m —12
4m —-3m=-12+ 36
m = 24

E possivel levar 24 camisetas no maximo nesta mala.



Exercicio 3 — Modele um sistema de equagdes com a situagdo descrita:

a) Marcos e Jodo sdo irmaos, juntos somam 33 anos, mas Marcos tem o dobro de idade de
Jodo, quantos anos cada um tem?
R: Jodo tem 11 anos e Marcos tem 22 anos.

b) Um pacote de doces sortidos contém trés tipos de doces, os quadradinhos, os
triangulares e os redondinhos. Na embalagem diz que temos 115 unidades ao total. Ao
observar vemos que ha 5 quadradinhos a mais que os triangulares. E os redondinhos sao
o dobro da quantia dos quadradinhos. Qual a quantidade de cada um?

R: Quadradinhos tem 60 unidades e triangulares tem 55 unidades

Exercicio 4 — (UFRGS) O sistema de equagdes

{5x+4y+2=0
3x—4y—-18=0

possui:

a) Nenhuma solugdo

b) Uma solugdo x=2, y=-3
¢) Duas solugdes

d) Trés solucdes

e) Infinitas solucdes



Apostila — Sistemas Lineares

Defini¢ao (Equacao Linear): Uma equagdo de uma ou mais incognitas ¢ chamada de linear
quando todas as variaveis tém expoente 1 e ndo ha multiplicacdo nem divisdo entre variaveis.
A representacdo geral desse tipo de equacdo ¢ dada por:

a;xq +axx, +azxs + -+ apx, =b

Em que xq,xy,..,X, sdo incégnitas, a,,a,,..,a, sdo constantes reais chamadas de
coeficientes da equacdo e b ¢ uma constante real.

Exemplos:

a) 3,3x + 0,7y = 180 ¢ uma equagao linear com coeficientes 3,3 e 0,7 e incognitas

Xey.

b) 3x + 2y = 11 ¢ uma equacao linear com coeficientes 3 € 2 e incdgnitas x e y.

¢) 8x —y+ 3z = —1 ¢ uma equagdo linear com coeficientes 8, -1 e 3 e incognitas
X,y ez

d) 3x? + 2 = 1 ndo é uma equacio linear, pois ¢ do 2° grau em relagdo a x.
e) i + 3y = 8 ndo ¢ uma equacao linear, pois o expoente de x ¢ -1.

Um sistema linear pode ser classificado em 3 tipos:

e Sistema possivel e determinado (SPD)
e Sistema possivel e indeterminado (SPI)
e Sistema impossivel (SI)

Um sistema linear pode ser classificado em 3 tipos:

* Sistema possivel e determinado (SPD)
* Sistema possivel e indeterminado (SPI)
* Sistema impossivel (Sl)

Exercicio 1.1 — Seu Claudio percebeu que haveria muitas opgdes e resolveu de uma vez que
gostava de comer mais peixe que feijao, por isso disse

O que comer de feijao, comerei o dobro de peixe.

Seguindo a mesma margem de 1880Kcal diarias, quais serdo as possiveis solucdes para esse
cardapio?

Definicao (sistema linear): Um sistema linear de m equagdes e n incognitas (com m > 1 e
n = 1) ¢ um conjunto de equagdes simultaneas da forma:



allxl + a12x2 + a13x3 e alnxn = bl
alel + azzxz + a23X3 + -+ aann = bz
Am1X1 + QaXy + ApzX3 + -+ QpnXy = by,
Em que

®  Xi,X5, X3 ... Xy S0 as IncOgnitas;
® a;; sdo os coeficientes;
e b, sdo os termos independentes.

Exercicio 2 - Sabe-se x e y sdo as incognitas do seguinte sistema linear:

{x+2y=4
x—1y =2

Qual ¢ o produto de x e y?

Exercicio 3 — Modele um sistema de equacdes que represente cada uma das situagdes
apresentadas:

a) Uma mercearia adquiriu caixas de bombons contendo 24 unidades nos sabores
chocolate e morango. Cada caixa contém 4 bombons de chocolate a mais do que a
quantidade de bombons de morango. Quantos bombons de cada sabor ha na caixa?

b) Gabriela e Lucas juntaram suas economias para comprar uma televisdo que custou
R$4.500,00. Gabriela conseguiu juntar o dobro da quantia de Lucas. Calcule quanto
cada um economizou.

Exercicio 4- Resolva o seguinte sistema de equagoes:

{x+2y=5
x+y=4

Exercicio 5 — Sistema de duas incognitas e duas equacoes:
a) Represente por uma expressao o perimetro de cada uma das figuras abaixo.

b) Para quais valores de x e y ambas as figuras abaixo tém um perimetro igual a 100?

2X

y-10



Exercicio 6 (UEL-PR) Um comerciante varejista comprou 80 cal¢cas de dois tamanhos
diferentes, pequeno e médio, gastando R$4.300,00. Cada calga de tamanho pequeno custou
R$50,00 e cada cal¢a de tamanho médio custou R$60,00. Quantas calgas de tamanho pequeno
e médio, respectivamente, ele comprou?

Exercicio 7 (Vestibular Univesp 2021 - Questao 04) Uma loja colocou copos e canecas em
promocao, no total de 80 pecas. No primeiro dia de promogao, foi vendido % do numero de

1 , . ., . )
copos e ; do numero de canecas, totalizando 12 pecgas. Qual foi o nimero de copos ndo vendidos

nesse dia?

Exercicio 8 — Sistema de trés incognitas e trés equacoes:

Maria quer se preparar para o vestibular focando nas suas trés matérias especificas, matematica,
fisica e quimica. Ela quer estudar 30 horas por semana, distribuidas entre as trés matérias. Além
disso, ela quer seguir os seguintes critérios:

e Ela precisa dedicar o dobro do tempo de estudo em matematica do que em fisica.

e A soma do tempo de estudo em fisica e quimica deve ser igual ao tempo que ela dedica

a matematica.

Ajude Maria a determinar quantas horas por semana ela deve dedicar a cada matéria para seguir
seu planejamento.

Exercicio 9 — Escreva a equac¢ao com duas e trés variaveis que representa cada sentenca:

a) A soma de dois niimeros distintos equivale a 14 R: x +y = 14

b) Em um estojo, ha 15 objetos, entre lapis e canetas. R: 1 + ¢ = 15

c¢) Fui a feirinha e comprei alguns pastéis por R$ 5,00 cada, alguns sucos
por R$ 3,50 cada um e algumas verduras para minha mae que cada
pacote custava R$ 8,00 cada. Ao todo paguei R$ 71,00. R: 5p + 3,5s +
8v=171

d) Em uma prova, para cada questdo certa, o estudante recebe +5 pontos e,
para cada questdo errada ou em branco, ele recebe -3 pontos. Um
estudante tirou 12 pontos nessa prova. R: 5a — 3e = 12

Exercicio 10 — Modele um sistema de equac¢io com as situacoes apresentadas:

1. Uma mercearia adquiriu caixas de bombons contando 24 unidades nos sabores
chocolate e morango. Cada caixa contém 4 bombons de chocolate a mais do que a
quantidade de bombons de morango. Quantos bombons de cada sabor ha em cada
caixa?

{c +m = 24
c=m+4
c=14
m =10

2. Gabriela e Lucas juntaram suas economias para comprar uma televisdo de R$ 4
500,00. Gabriela conseguiu juntar o dobro que Lucas. Quanto cada um economizou?

{g+l = 4500
g=21
g = 3000

1 =1500



Tarefa de casa

Exercicio 1 — Resolva os seguintes sistemas:

a)
b) )
c) 3

(2x + 3y =11
(x—3y=1
x+y=10
x—y=-—4
x+2y=3

Exercicio 2 - (ENEM 2021 questao 164) Uma pessoa pretende viajar por uma companhia
aérea que despacha gratuitamente uma mala com até 10 kg. Em duas viagens que realizou, essa
essoa utilizou a mesma mala e conseguiu 10 kg com as seguintes combinagdes de itens:

x—2y=4

Viagem Camisetas Calgas Sapatos
I 12 4 3
II 18 3 2

Para ter certeza de que sua bagagem tera massa de 10 kg, ela decide levar essa mala com duas
calgas, um sapato ¢ o maximo de camisetas, admitindo que itens do mesmo tipo t€m mesma

massa. Qual a quantidade maxima de camisetas que essa pessoa podera levar?

a) 22
b) 24
c) 26
d) 33
e) 39

Exercicio 3 — Modele um sistema de equagdes com a situacao descrita:

a. Marcos e Jodo sdo irmaos, juntos somam 33 anos, mas Marcos tem o dobro de idade de

Jodo, quantos anos cada um tem?

b. Um pacote de doces sortidos contém trés tipos de doces, os quadradinhos, os triangulares
e os redondinhos. Na embalagem diz que temos 115 unidades ao total. Ao observar vemos
que ha 5 quadradinhos a mais que os triangulares. E os redondinhos sdo o dobro da quantia

dos quadradinhos. Qual a quantidade de cada um?

Exercicio 4 — (UFRGS) O sistema de equagdes

{

5x+4y+2=0
3x—4y—-18=0




possui:

a) Nenhuma solu¢do
b) Uma solugao
¢) Duas solugdes
d) Trés solucdes
e) Infinitas solucdes
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de Educacdo Matematica, [s. /], v. 20, n. 01, p. e023005, 2023. DOI:
10.37001/remat25269062v201d738. Disponivel em:
https://www.revistasbemsp.com.br/index.php/REMat-SP/article/view/6. Acesso em: 13 set.
2024.
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Relatorio da aula ministrada no dia 21 de setembro

No quarto dia de aula, os professores estagiarios se reuniram e ministraram a aula que
aconteceu das 08:00 as 11:40, com 16 alunos presentes. Nessa aula os professores estagiarios
nado comecaram fazendo a corregao da tarefa de casa, ja que os alunos relataram nao ter feito a
lista de exercicios e foram direto para o primeiro exercicio do plano de aula, que seria sobre
sistemas lineares. Foi utilizado um projetor para mostrar o enunciado do primeiro exercicio em
slides, assim como o enunciado do proximo exercicio, que seria uma continuagdo do primeiro.
Os professores estagidrios decidiram utilizar slides para esses 2 exercicios para que os alunos
ndo conectassem a definicdo de equagdo linear com o exercicio tdo rapidamente. Além disso,
os professores estagiarios gostariam de ver a reagdo dos alunos em relacdo aos slides, para assim
planejar o uso ou ndo de slides nas proximas aulas. Mas ao realizar uma enquete, no terceiro
dia de aula perguntando sobre o uso de slides, apenas 2 alunos relataram achar melhor usar os
slides.

Os alunos responderam de formas diferentes o exercicio 1. Isso era de esperar, pois foi
utilizado um problema possivel e indeterminado para que os alunos tentassem descobrir uma
resposta especifica. Assim os professores indagaram os alunos a descobrirem se essa era a unica
resposta possivel e o que ligava todas essas respostas diferentes, para assim achar a equagao
linear desejada.

Foi notado uma dificuldade da parte dos alunos nos exercicios 1 € 1.1, o que deixou os
alunos muitos tensos em relacdo ao contetido. Essa inseguranga fez com que os integrantes dos
grupos raramente se ajudassem ou discutissem significativamente sobre os problemas. Em
apenas um grupo houve proatividade em ajudar os integrantes, sendo o grupo que possuia um
graduando que explicou para seus colegas as primeiras atividades.

Durante a resolugdes dos 2 primeiros exercicios, os professores estagidrios notaram que
os alunos preferiam o método da substitui¢do. Portanto, foi decidido apresentar ele antes do
método da soma, diferente do programado no Plano de Aula. Na corre¢ao do exercicio 2, um
dos alunos teve uma divida em relacao a igualdade de equagdes, em que era necessario somar
um numero inteiro com uma fragdo. Trocamos o nimero inteiro por uma fragao equivalente, e
o aluno, ao ver isso, perguntou por que ndo tinha sido feito uma multiplicagdo em ambos os
lados para resolver. Mostramos que um nimero inteiro poderia ser transformado em uma fragao
que era equivalente a esse numero ou, se o aluno preferisse, poderia ser feito a soma apos a

multiplicagdo de ambos os lados, como um dos alunos mencionou.



No segundo horario, decidimos que ao resolvermos o exercicio 2 no quadro, pediriamos
para os alunos comegarem a fazer o exercicio 8 e os subsequentes. O motivo dessa decisao foi
que notamos que o tempo utilizado nos exercicios 1 e 1.1 foram bem maior do que o previsto.
Com esta estratégia, todos os alunos conseguiram fazer pelo menos um exercicio entre os
exercicios 3 e 7, enquanto esperavam outros alunos terminarem. A aula acabou com os
professores estagiarios fazendo a resolu¢do de um problema de 3 equagdes, e a atividade das
varetas nao foi utilizada pela falta de tempo.

Ap6s o término da aula, um dos professores estagiarios comentou como deveria ter sido
dado mais énfase na defini¢do de sistema linear e o que significava sua solu¢do. Sendo que os
alunos apresentaram bastante dificuldades em interpretar e transformar a linguagem natural de
um exercicio em um sistema matematico. Foi visto durante a aula que os alunos se sentiam mais
confortaveis fazendo o método da substituicdo. Os professores estagiarios pensam que essa
inseguranca relacionada ao método da soma seja pela falta de exemplos mostrando que ¢
necessario multiplicar uma constante antes de somar, o que muitos alunos ndo parecem ter

entendido direito.



2.5 AULA 05 — Sistemas Lineares II (28/09)
Plano de Aula
Publico-Alvo: Alunos inscritos no Promat.
Tempo de execugdo: 3 horas e 30 minutos.
Contetdo: Sistemas lineares
e Determinantes para classifica¢do de sistemas
e Identificacdo de graficos para resolucdo de sistemas
Sistemas Lineares
Objetivo Geral:
(EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras areas
do conhecimento, que envolvem equagdes lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e
graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.
Objetivos Especificos:
Ao se trabalhar com sistemas lineares, objetiva-se que o aluno seja capaz de:

e Identificar os tipos de sistemas lineares.

e Conhecer a resolucdo de sistemas por meio da representacdo grafica.

e Verificar se um sistema € possivel, impossivel, determinado ou indeterminado.
Recursos Didaticos: Apostila produzida pelos autores, quadro, giz, lista de exercicios

impressa, laboratorio de informatica.
Introducio
A primeira parte da aula sera feita no laboratorio de informatica. Iniciaremos retomando

alguns exercicios que forem solicitados pelos alunos.
Vamos relembrar o comentario feito na aula anterior sobre a existéncia das classificagdes dos
sistemas lineares que estao no quadro abaixo:
Um sistema linear pode ser classificado em 3 tipos:

e Sistema possivel e determinado (SPD)

e Sistema possivel e indeterminado (SPI)
e Sistema impossivel (SI)

Figura 14 - Classificag¢@o dos sistemas lineares

Um sistema linear pode ser classificado em 3 tipos:

* Sistema possivel e determinado (SPD)
* Sistema possivel e indeterminado (SPI)
* Sistema impossivel (Sl)

Fonte: Autores



Ap6s isso, iremos relacionar os sistemas de duas incognitas com matrizes, a fim de utiliza-las
para encontrar o determinante. Para isso, usaremos o exemplo da aula anterior. Dado o sistema:

{c+m=24
c=m+4

Podemos escrever uma matriz cujos elementos sao os coeficientes que representam o sistema e

calcular seu determinante.
H _11|=—1—(1)=—2¢0
e rapidamente comentar que com o determinante conseguimos determinar se um sistema ¢ SPD
ou nao.
e Quando o det # 0 temos um sistema possivel e determinado (SPD).
e Quando o det = 0 podemos ter um sistema possivel e indeterminado ou um sistema
impossivel.
Com a ajuda das representacdes graficas, podemos verificar qual € o tipo de sistema.

Faremos também mais um exemplo de sistema de trés incognitas:

x+y+z=30

{ x—2y=0

—x+y+z=0
1 1 1
1 -2 0/=-240+1-2+0+1)=-1-3=—-4+#0
-1 1 1

Como det # 0, temos que o sistema ¢ possivel e determinado.

J& o sistema a seguir nao sera possivel e determinado:

x+y+z=30
{ x—2y=0
—-x+y+z=0
1 1 1
1 0 0/=1-(1)=0
1 1 1
Pois det = 0.
Atividade Geogebra

Em seguida, pediremos para que os alunos abram o site geogebra.org e mostraremos,
com ajuda dos slides, como inserir equagdes para verificarmos seus graficos no aplicativo.
Pediremos para que os alunos insiram 2 equacdes de 2 incognitas para pensarem, a partir da
representacdo grafica, que tipo de sistema estas duas equagdes formam.

o —2x+y=1lex+y=3



Para ajuda-los a pensar, faremos perguntas como:

1- Com as retas tracadas no GeoGebra, o que ¢ possivel observar sobre o comportamento
delas?

2- Quantos pontos de interse¢do vocé consegue ver entre as duas retas? O que isso pode
significar em relagdo a solucao do sistema de equagdes?

3- O que podemos dizer sobre as coordenadas desse ponto de intersecao? Como elas se
relacionam com as solucdes do sistema de equagdes?

4- Vocé acha que as retas poderiam se cruzar em mais de um ponto? Por que isso ndo
acontece nesse caso?

5- Agora que sabemos que as retas se encontram em um ponto, como vocé classificaria

esse sistema?

e x+y=5e3x+3y=15

1- Com as retas tracadas no GeoGebra, o que ¢ possivel observar sobre o comportamento
delas?

2- Quantos pontos de intersecdo vocé consegue ver entre as duas retas? O que isso pode
significar em relagdo a solucao do sistema de equagdes?

3- Como vocé classificaria este sistema?

e x+y=4d4e—x+y=12

I- Com as retas tragadas no GeoGebra, o que € possivel observar sobre o comportamento
delas?

2- Quantos pontos de intersecao vocé consegue ver entre as duas retas? O que isso pode
significar em relagdo a solucdo do sistema de equagdes?

3- Como voceé classificaria este sistema?

Em  seguida, vamos pedir para que os alunos acessem o link

https://www.geogebra.org/m/q3rzpefg em que had uma solucao disponivel para classificar um

sistema de 2 incognitas como possivel e determinado, ou indeterminado ou impossivel, a partir
dos coeficientes das equagdes com controle deslizante para que eles mesmos montem 3

exemplos de sistemas com cada uma das classificagdes de sistemas.


https://www.geogebra.org/m/q3rzpefg

Figura 15 - Sistema de duas incognitas

Possivel e Determinado .

S=(0,5)

Mostrar esquema das classificagbes

Sistemas

Possiveis

Fonte: https://www.geogebra.org/m/q3rzpefg, 2024

Depois disso vamos pedir para que eles nos relatem o que conseguiram observar que faz
com que os sistemas sejam possiveis indeterminados ou impossiveis. Esperamos que eles
consigam observar que, nos sistemas indeterminados, uma equacao ¢ multipla da outra, e que,
nos sistemas impossiveis, o coeficiente angular ¢ o mesmo, mas o linear ¢ diferente.

Também faremos isso com os sistemas de 3 incognitas, mas principio, nosso enfoque

serd os de sistema 2x2, mas deixaremos este material disponivel para os alunos que terminarem

antes dos outros colegas.

Figura 16 - Grafico com trés incognitas

Coeficientes das equacgoes

-— SISTEMA
b=0 —0.5x+2 =3
c=1 3r—y+2z=26
s 20 +y—z = 0
®
o2 Sistema Possivel
e Determinado (SPD)
' Solucao : (0.55, 2.18, 3.
g=-1
®
h=0
®
j=3
®
k=-1

Fonte: https://www.geogebra.org/m/q3rzpefg, 2024

Sistema possivel e determinado:


https://www.geogebra.org/m/q3rzpefg
https://www.geogebra.org/m/q3rzpefg

7X+y+z=6

I x+y+z=1
9% + 14y +z =20

Sistema possivel e indeterminado:

X+y+z=6

{ x+y+z=1
9% +9y+9z=9

Sistema impossivel:

x+y+z=1
{ xX+y+z=6
9% +9y +9z = 20
Observe os graficos e responda:
1- O que faz com que um sistema 3x3 seja possivel e indeterminado?

2- O que faz com que seja impossivel?

Na segunda metade da aula, serdo trabalhados alguns outros exercicios de sistemas 3x3,
para que seja feita a atividade pega varetas. Para complementar as informacdes da primeira
parte da aula, nos iremos trazer uma folha com a discussdo abaixo do porqué o determinante
ser utilizado na classificacdo de sistemas. Essa folha sera apenas um bonus e nao serd entregue
para os estudantes. Aqueles que estiverem mais avancados serdo convidados a olharem a

discussao para que nao fiquem ociosos.

{2x+5y=9
3x+7y =13

Vamos resolver o sistema acima de uma maneira um pouco diferente, em que nao calcularemos
as multiplicacdes, divisdes, somas e subtragdes, mas apenas iremos organizar os termos,
isolando uma das incognitas. A resolugdo sera feita por substituicdo e isolaremos o x na

primeira equagdo para obter y com a segunda. As contas seguem abaixo:

2x+5y =9 o 2x =9 -5y = X =

9 -5y
3x+7y =13 & 3( > >+7y=13

3.9-3.5y
B
3.9-3.-5y+2-7y=2-13
(2-7-3-5)y=2-13-3-9
2-13-3-9
~2.7-3-5

+7y =13

y



26—-27
14-15

= 1. Substituindo

Finalmente, se realizarmos as operagdes basicas na fracdo acima, y =
na primeira equagao,
2x+5(1) =9 = x =2

Portanto, conseguimos chegar na resposta sem qualquer problema.

Entretanto, perceba que a expressao para y envolve uma fracdo, e o que aconteceria se
o denominador resultasse em zero? y ndo seria um nimero bem definido! Logo, ndo teriamos
uma solug¢do tnica para o sistema. Note que o denominador da fracao ¢ exatamente a expressao
do determinante da matriz dos coeficientes do sistema. Logo, se esse determinante for igual a
zero, o sistema nao possui solucdo Unica. A discussdo feita apenas € para sistemas 2x2, mas se

estende para outros sistemas.

Exercicio 01: verifique se o seguinte sistema de equagdes possui solugdo:

—4x+y—z=7
3x —2y—3z=-19
x—y—2z=-10

Solucio: Esse sistema possui infinitas solu¢des, pois a matriz dos coeficientes possui
determinante nulo. Para ver que ele ndo ¢ impossivel, mas indeterminado resolvemos o sistema
até chegarmos na equacgdo 0 - z = 0, a qual ¢ valida para qualquer valor de z. Sendo assim, ha
infinitas solugdes e o sistema € possivel e indeterminado.

Exercicio 02: Resolva o seguinte sistema pelo método que achar mais conveniente:

5x —2y+z=-5
x+3y+2z=6
3x+y—3z=-8

Solu¢do: x = —1, y = 1 e z = 2. Usaremos o método da substitui¢do para resolver em sala.
Isolaremos z na primeira equagao, substituiremos esse valor nas equagdes 2 e 3 e chegaremos
a um sistema de duas equagdes e duas incognitas. Usaremos novamente o método da
substitui¢do para resolvé-lo.

Exercicio 03: (Instituto Consulplan 2024) Um professor de Matematica lanchou trés dias
seguidos em uma lanchonete. Em cada dia ele fez os pedidos compostos por coxinha, suco e

brigadeiro; pagou os valores conforme a tabela a seguir:

Quadro 11 - Consumo dos trés dias

Dia Coxinha Suco Brigadeiro Custo Total
1° 2 2 1 R$ 13,50
2° 3 2 2 R$ 19,00
3° 1 2 3 R$ 12,50

Fonte: Instituto Consulplan, 2024




Sabendo-se que ndo houve alteragdo nos pregos praticados pela lanchonete ¢ que nenhum dos
itens foi de graga, pode-se concluir que:

A) O suco custa menos do que RS 1,50.

B) A coxinha custa mais do que R$ 3,50.

C) O brigadeiro custa mais do que R$ 1,50.

D) A coxinha custa menos do que R$ 3,00.

Solucdo: c = 4;s = 2; b = 1,50. Logo, a alternativa correta ¢ a letra B. Montaremos o sistema
linear de equagdes relacionado com o problema e resolveremos pelo método da substituigdo,

isolando a incdgnita b na primeira equagao.

Atividade Pega-Varetas

Vamos pedir para os alunos se unirem em grupos de 3 alunos para realizar a seguinte atividade:
Num jogo de pega-varetas, a vareta verde vale 1 pontos, a azul 3 pontos, a amarela 5 pontos, a
vermelha 15 pontos e a preta 30 pontos. Joguem uma partida e, de acordo com o nimero de
varetas pegas por cada jogador, formem um sistema linear de trés incognitas para que outro

grupo o solucione!

Comentarios: Os alunos podem se perguntar como fazer para formar um sistema de apenas 3
incdgnitas se por acaso eles pegarem mais de 3 cores de varetas. Podemos instruir que eles
podem colocar o valor numérico de pontos, para nao incluir mais de 3 incdgnitas.

Outra davida que pode surgir, € se um aluno pegar apenas 1 ou 2 cores. Podemos salientar que
este ndo serd um problema, que um sistema de 3 incognitas ndo necessariamente precisa ter 3
equagdes com todas as 3 incognitas para ter solucao inica. Se no caso, 2 alunos pegarem cores
completamente diferentes, a exemplos de Amarelo, azul e verde e outro aluno pegar apenas
vermelho e preto) pediremos para os alunos escolherem 3 cores que utilizam as 3 equagdes. No
exemplo dado, eles poderiam escolher as cores amarelo, azul e preta como as 3 incdgnitas do

sistema linear.



Apostila — Sistemas Lineares 2

Um sistema linear pode ser classificado em 3 tipos:

Sistema possivel e determinado (SPD)
Sistema possivel e indeterminado (SPI)
Sistema impossivel (SI)

Quando o det # 0 temos um sistema possivel e determinado (SPD).

Quando o det = 0 podemos ter um sistema possivel e indeterminado ou um sistema impossivel.

Com a ajuda das representagdes graficas, podemos verificar qual € o tipo de sistema.

Atividade GeoGebra

Acesse o site geogebra.org

Escreva as equagdes: —2x +y=1ex+y =3

Com as retas tracadas no GeoGebra, o que € possivel observar sobre o comportamento
delas?

Quantos pontos de intersecdo vocé consegue ver entre as duas retas? O que isso pode
significar em relagdo a solugdo do sistema de equagdes?

O que podemos dizer sobre as coordenadas desse ponto de interse¢ao? Como elas se
relacionam com as solucdes do sistema de equagdes?

Vocé acha que as retas poderiam se cruzar em mais de um ponto? Por que isso ndo
acontece nesse caso?

Agora que sabemos que as retas se encontram em um ponto, como vocé classificaria

esse sistema?

x+y=5e3x+3y=15

Com as retas tragadas no GeoGebra, o que € possivel observar sobre o comportamento
delas?

Quantos pontos de intersecdo vocé consegue ver entre as duas retas? O que isso pode
significar em relacdo a solucao do sistema de equagdes?

Como vocé classificaria este sistema?

—x+y=4e—x+y=12



1- Com as retas tragadas no GeoGebra, o que € possivel observar sobre o comportamento
delas?

2- Quantos pontos de interse¢do vocé€ consegue ver entre as duas retas? O que isso pode
significar em relacdo a solugdo do sistema de equagdes?

3- Como vocé classificaria este sistema?

Resumindo:

e Se as retas sdo paralelas:

Isso acontece quando os coeficientes sao:

e Se as retas sao concorrentes:

Isso acontece quando os coeficientes sao:

e Se as retas sdo coincidentes:

Isso acontece quando os coeficientes sdo:

Com base nas relagdes que vocé€ aprendeu nas atividades anteriores, indique sem tragar o
grafico:
e A posicao relativa das retas associadas a cada equagao do sistema;

e O tipo de sistema: SPD, SPI, SI.

Sistema Posicao relativa Tipo do sistema Justificativa
entre retas
{y=x+8
y=x—12
{ x+y=-3
5x + 5y = —15
{y =x+11
y=4x+8




{6y—6x=18
y=x+3

{y=—3x—7
y=x-5

{x+y=2
2x+y =3

Agora que vocé respondeu, confira suas respostas com a ajuda do GeoGebra.

e Acesse https://www.geogebra.org/m/q3rzpefe

e C(rie trés sistemas: um SPD, um SPI e um SL

Exercicio 01: verifique se o seguinte sistema de equagdes possui solugdo:

3x —2y—3z=-19

{ —4x+y—z=7
x—y—2z=-10

Exercicio 02: resolva o seguinte sistema pelo método que achar mais conveniente:

5x —2y+z=-5

{ x+3y+2z=6

3x +y—3z=-8
Exercicio 03: (Instituto Consulplan 2024) Um professor de Matematica lanchou trés dias
seguidos em uma lanchonete. Em cada dia ele fez os pedidos compostos por coxinha, suco e

brigadeiro; pagou os valores conforme a tabela a seguir:

Dia Coxinha Suco Brigadeiro Custo Total
12 2 2 1 RS 13,50
209 3 2 2 RS 19,00
3o 1 2 3 RS 12,50

Sabendo-se que ndo houve alteragdo nos pregos praticados pela lanchonete e que nenhum dos

itens foi de graca, pode-se concluir que:

A) O suco custa menos do que RS 1,50.
B) A coxinha custa mais do que R$ 3,50.

C) O brigadeiro custa mais do que R$ 1,50.

D) A coxinha custa menos do que R$ 3,00.

Atividade Pega-Varetas

Vamos pedir para os alunos se unirem em grupos de 3 alunos para realizar a seguinte atividade:



https://www.geogebra.org/m/q3rzpefg

Num jogo de pega-varetas, a vareta verde vale 1 pontos, a azul 3 pontos, a amarela 5 pontos, a
vermelha 15 pontos e a preta 30 pontos. Joguem uma partida e, de acordo com o nimero de
varetas pegas por cada jogador, formem um sistema linear de trés incognitas para que outro

grupo o solucione!



Tarefa de casa

Exercicio 1 — Calcule os determinantes:

-3 -2
a) 2 1

2
4 2 -4
b) |7 2 3
1 0 7

Exercicio 2 — Em seu caderno, construa a reta correspondente a cada equagao:

a)x +y =15

b)2x —y =10

Exercicio 3 — Um terreno de dimensdes x (largura) e y (comprimento) possui perimetro inicial
igual a 280m. Aumentando a medida da largura em 2m e a medida do comprimento em 4m, o
novo perimetro passa a ser igual a 292m. Escreva as equagdes que representam o perimetro
inicial e final desse terreno.

Exercicio 4 — Em um caixa eletronico, Samuel sacou x notas de 20 reais e y notas de 10 reais,
em um total de 18 cédulas. Escreva o sistema que representa essa situagdo sabendo que ele

sacou ao todo 240 reais. Resolva graficamente e determine quantas notas de cada ele recebeu.

x+y=4

3x+y=7 apresenta quantas solucdes?

Exercicio 5 — O sistema {

Exercicio 6 (ENEM 2013) — Um dos grandes problemas enfrentados nas rodovias brasileiras
¢ o excesso de carga transportada pelos caminhdes. Dimensionado para o trafego dentro dos
limites legais de carga, o piso das estradas se deteriora com o peso excessivo dos caminhdes.
Além disso, o excesso de carga interfere na capacidade de frenagem e no funcionamento da
suspensdo do veiculo, causas frequentes de acidentes.

Ciente dessa responsabilidade e com base na experiéncia adquirida com pesagens, um
caminhoneiro sabe que seu caminhado pode carregar, no maximo, 1500 telhas ou 1200 tijolos.
Considerando esse caminhdo carregado com 900 telhas, quantos tijolos, no maximo, podem ser
acrescentados a carga de modo a ndo ultrapassar a carga maxima do caminhao?

a)300 tijolos

b)360 tijolos

¢)400 tijolos

d)480 tijolos

€)600 tijolos

Atividade com o GeoGebra



e Acesse https://www.geogebra.org/m/iMBmtx{p

Sistema possivel e determinado:

7x+y+z=6

{ x+y+z=1
9% + 14y +z =20

Sistema possivel e indeterminado:

7xX+y+z=6

{ x+y+z=1
9% +9y+9z=9

Sistema impossivel:

x+y+z=1
i 7xX+y+z=6
9% +9y +9z =20
Observe os graficos e responda:
3- O que faz com que um sistema 3x3 seja possivel e indeterminado?
4- O que faz com que seja impossivel?

{2x+5y=9
3x +7y =13

Vamos resolver o sistema acima de uma maneira um pouco diferente: ndo calcularemos as
multiplicagdes, divisdes, somas e subtragdes € apenas iremos organizar os termos, isolando uma
das incognitas. A resolugdo serd feita por substituicao e isolaremos o x na primeira equagao

para obter y com a segunda. As contas seguem abaixo:
9 — 5y
2

2x+5y =9 = 2x =9 —5y = X =

9 -5y
3x+7y =13 S 3( > )+7y=13

3.9-3-5y
2

3.9-3.5y+2-7y=2-13

(2-7-3-5)y=2-13-3-9

+7y =13

_2-13-3-9
Y=727-35
. . ~ L. . . 26-27
Finalmente, se realizarmos as operagdes basicas na fracdo acima, y = T

Substituindo na primeira equagao,
2x+5(1) =9 S x =2
Portanto, conseguimos chegar na resposta sem qualquer problema. Entretanto, perceba

que a expressdo para y envolve uma fragdo. O que aconteceria se o denominador resultasse em


https://www.geogebra.org/m/jMBmtxfp

zero? y ndo seria um numero bem definido! Logo, ndo teriamos uma solugdo tunica para o
sistema. Note que o denominador da fracdo ¢ exatamente a expressao do determinante da matriz
dos coeficientes do sistema. Logo, se esse determinante for igual a zero, o sistema nao possui
solucao unica. A discussdo feita abrange apenas sistemas 2x2, mas se estende para outros

sistemas.



Relatorio da aula ministrada no dia 28 de setembro

Estiveram presentes 16 alunos. Comegamos a aula na sala usual, e ndo no laboratorio de
informatica como tinhamos previsto, ja que todos os laboratérios estavam sendo usados. Fomos
ao laboratdrio apenas na segunda parte da aula, depois do intervalo, o que acabou sendo bom,
pois conseguimos trabalhar com mais calma o conteudo de determinantes, para que os alunos
conseguissem utilizar depois. Mas acabamos nos estendendo além do horario, perdendo cinco
minutos de intervalo.

Em relagdo a explicagcdo de determinantes, que foi expositiva, sentimos que foi bem
produtiva, pois os alunos conseguiram entender bem o algoritmo. Foi também um pouco mais
macante para alunos mais avangados. Notamos que o problema em si, para aqueles que tiveram
dificuldades, nao foi o conteido de determinantes, mas a adi¢gdo de nimeros negativos,
conteudo que se espera que eles ja tivessem dominado.

Apds, fizemos mais alguns exercicios de sistemas lineares de 3 incognitas e 3 equagdes,
que foi o que acabou se estendendo além do que esperdvamos, ja que os alunos estavam
demorando para conseguir resolvé-los.

Os alunos, como ja visto nas aulas anteriores, estavam pouco comunicativos, mas
receptivos aos professores estagiarios, € sempre que verificamos eles ja estavam fazendo ou
entdo tiravam duvidas.

Mais uma vez ficou evidente a disparidade de conhecimento entre os alunos, o que
tornou desafiador nossa atuagdo. Sendo necessario o uso dos exercicios extras para os alunos
adiantados, o que foi bem produtivo, pois gostaram bastante do material e discutiram conosco
sobre suas conclusdes.

Depois do intervalo, levamos os alunos para o laboratorio de informatica. Mostramos
como fazer graficos pelo GeoGebra e, com o auxilio da apostila impressa, pedimos para que
eles respondessem perguntas norteadoras para identificarem o que faz com que um sistema seja
um sistema possivel e determinado (SPD), sistema possivel e indeterminado (SPI) ou um
sistema impossivel (SI). Quando passamos nas mesas, todos os alunos conseguiram observar
graficamente como classificar um sistema linear de 2 incdgnitas, mas quando fomos fazer a
discuss@o no quadro, apenas 2 alunos se dispuseram a responder, depois de insistirmos
bastante.

Em seguida, colocamos alguns sistemas lineares diferentes, escritos na forma by =
ax + c e ax + by = c para que eles vissem as diferentes formas de se representar um sistema
e que a representagdo grafica ¢ a mesma. Mas ainda faltou um pouco para que alguns alunos

conseguissem fazer a transformacao da equacdo na forma de sistema para equacao na formula



da equagdo da reta, pois nao se lembravam de trocar o sinal ou entdo s6 conseguiam interpretar
na forma de sistemas, e ndo na forma de equacao da reta.

Depois disso, pedimos para que os alunos olhassem para os sistemas e dissessem, sem
olhar a construcio do GeoGebra, qual a classificagdo do sistema. Muitos conseguiram
responder, mas alguns tivemos que ajudar a construir o grafico no caderno, para que eles
soubessem fazer este processo por si mesmos para que interpretassem qual a classificagdo do
sistema.

A segunda parte da aula no laboratorio de informatica foi também proveitosa, no entanto
nos esquecemos de reforcar que pode ser feito o calculo do determinante da matriz dos

coeficientes dos sistemas para verificar se ¢ SPD, SPI ou SI.



2.6 AULA 06 — Geometria Analitica (05/10)
Plano de Aula
Publico-Alvo: Alunos inscritos no Promat.
Tempo de execugdo: 3 horas e 30 minutos.
Conteudo: Geometria analitica

e Plano cartesiano

e Distancia entre pontos

e Equacdo da reta e da circunferéncia
Objetivo Geral:
(EM13MATS501) Investigar relacdes entre niimeros expressos em tabelas para representd-los
no plano cartesiano, identificando padrdes e criando conjecturas para generalizar e expressar
algebricamente essa generalizacdo, reconhecendo quando essa representagao ¢ de funcao
polinomial de 1° grau
Objetivos Especificos:

Ao se trabalhar com Geometria Analitica, objetiva-se que o aluno seja capaz de:

e Reconhecer os elementos do plano cartesiano (pontos e retas no plano cartesiano);

e Calcular distancias entre pontos;

e Identificar a equagdo geral da reta e a equagdo reduzida da circunferéncia;

e Compreender as posicdes relativas entre retas (paralelas, concorrentes e

perpendiculares);

Recursos Didaticos: Apostila produzida pelos autores, quadro, giz, lista de exercicios

impressa, tnt ou fita para marcar eixos do plano cartesiano.
Atividade — Plano cartesiano em sala

Ao entrarem na sala, as mesas estardo organizadas com distancias uniformes entre elas
para que ilustre um plano cartesiano. Uma linha vermelha estara colada no chdo para mostrar
0s eixos nas carteiras centrais da sala, de modo que formemos os eixos das abscissas e das
ordenadas.

Quando um aluno entrar na sala, ele receberd um papel com um par ordenado, e devera
se sentar na carteira que corresponde ao seu ponto do plano cartesiano.

O mapeamento dos alunos ficara no seguinte formato:



Figura 17 - Plano cartesiano da sala
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Fonte: Autores, GeoGebra

Os pontos em vermelho serdo essenciais na utilizagdo das atividades que introduzirao
0s conceitos propostos.

Assim que os alunos estiverem em seus lugares, discutiremos os elementos de um plano
cartesiano:

e Os dois eixos; X e Y, em que, X e Y designados, respectivamente, por eixo das

abscissas e o eixo das ordenadas.
e O ponto 0, denominado origem, que € a interseccao dos eixos X e Y.
e Os quadrantes; pois um plano cartesiano possui quatro quadrantes em sua

constitui¢do, como visto na imagem a seguir:

Figura 18 - Quadrantes do ciclo trigonométrico

Y , (Eixo das ordenadas)

3
20 10
Quadrante 2 Quadrante
11

(Eixo das abscissas)
-3 -2 40 1 2 3 X

30 40
Quadrante Quadrante

Fonte: https://slideplayer.com.br/slide/6824013/, 2024

Um plano cartesiano é composto de duas retas numéricas que se interceptam formando

um angulo de 90°.


https://slideplayer.com.br/slide/6824013/

Para localizar um ponto sobre o plano cartesiano, necessitamos de duas coordenadas,
uma delas, representa a posi¢do do ponto em relagdo ao eixo X, € a outra representa a posi¢ao

do ponto em relagdo ao eixo Y.

Distancia entre pontos

Para introduzir este conceito, usaremos como referéncia a posicao e as distancias entre
as carteiras em que os alunos estdo sentados nos pontos

A distancia entre dois pontos A (X4, Y,) € B (Xp, Yp), situados num plano cartesiano,
pode ser determinada em fung¢do das suas coordenadas.

1- Qual a distancia entre o aluno do ponto C até o aluno do ponto A?

Comentarios da atividade: Primeiramente verificaremos se os alunos conseguem responder
utilizando as carteiras como referéncia, mesmo sem nossa ajuda. Caso ndo consigam, vamos
lembra-los que podem usé-las. Depois que responderem que a distancia ¢ de 3 carteiras
(lembrando que ndo contamos a carteira do aluno C, apenas a proxima carteira), formalizaremos
a forma de calcular a distancia a partir das coordenadas dos pontos.
1° caso — (Distancia entre pontos paralelos ao eixo X)

O segmento AB ¢ paralelo ao eixo Oy, onde a distancia d,gz € 0 modulo da diferenga
entre abscissas.

dag = |Xp — Xal

Figura 19 - Distancia entre pontos I

A\

>
o}

yA=yB _____

N E-—-—-—-9

- e s |
ev]

V"

dAB
Fonte: Filho e Barreto, 2000

2- Qual a distancia entre os alunos que estio nos pontos A e D?
Comentarios da atividade: Seguindo o padrao da atividade anterior, esperamos que agora eles

consigam responder mais rapidamente que a distancia ¢ de quatro carteiras. Depois disso,



novamente formalizaremos a forma de calcular a distancia entre dois pontos paralelos ao eixo

Y.

2° caso — (Distancia entre pontos paralelos ao eixo Y
O segmento AB ¢ paralelo ao eixo Ox, onde a distancia dyp € 0 moédulo da diferenga
entre ordenadas.

dAB = |YB - YAl

Figura 20 - Distancia entre pontos II
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Fonte: Filho e Barreto, 2000

3- Qual a distincia entre os alunos dos pontos C e D?
Comentarios da atividade: Neste momento, talvez os alunos tentem calcular a distancia
utilizando as carteiras novamente, o que ndo sera possivel, j4 que as carteiras estardo na
diagonal, entdo ndo serd possivel garantir exatamente por este método. Para calcular,
utilizaremos um barbante para medir a distancia de cinco carteiras (entre os pontos C e D) que
serd previamente cortado para mostrar que esta serd a distancia entre os pontos. Depois disso,
vamos utilizar este mesmo barbante e mostrar aos alunos que esta medida do barbante equivale
a cinco carteiras. Em seguida formalizaremos a forma de calcular, a partir do triangulo retangulo

formado pelos pontos ACD.

3° caso — (Distancia entre pontos nio paralelos a qualquer dos eixos)

O segmento AB ndo ¢ paralelo a nenhum eixo. A distancia d 5 depende das diferencas
entre abscissas e ordenadas, de tal forma que, ao aplicarmos o teorema de Pitdgoras no triangulo
ABC, temos:

dip = djc + dic



dipg = (Xp — X0)* + (Yz — Yp)?

dap = (Xg — Xa)? + (Vg — ¥y)?

Figura 21 - Distancia entre pontos III

Fonte: Filho e Barreto, 2000

Exercicio 01 - Determine a distancia entre os seguintes pares de pontos:
a) A(2,-3)eB(5-3)
b) C(—2,6)eD (—2,4)
c) E@3,7)eF(11)

d) Quais sao os dois pontos mais distantes entre si do mapa? Qual € a distancia entre eles?

Serd pautado um tempo para que os estudantes calculem as distdncias acima e, apds
corrigirmos no quadro, apresentaremos o conceito de ponto médio entre dois pontos. Para isso,
utilizaremos o plano cartesiano formado pelos estudantes. No mapeamento mostrado
anteriormente, primeiramente entregaremos as pontas do barbante para os estudantes I e G, de
modo que o aluno B fique exatamente no meio.

Iremos pedir para que os estudantes verifiquem qual ¢ a relagdo entre as coordenadas
dos alunos nas extremidades e as coordenadas do aluno no ponto médio. Esperamos que os
estudantes tenham alguma ideia semelhante a “a coordenada x do aluno B ¢ o nimero
exatamente no meio das coordenadas x de I e G”, a qual remete ao célculo do ponto médio.
Antes de realizarmos uma correcao, entregaremos as pontas do barbante aos estudantes A e E,
de modo que o aluno O fique no ponto médio. Novamente, instigaremos os estudantes a

verificarem uma relacdo entre as coordenadas x e y dos alunos envolvidos.



Ap6s a realizagdo dessa atividade, formalizaremos o conceito de ponto médio, o qual
estara presente na apostila
Defini¢io (ponto médio): O ponto médio C(x,,y,) entre dois pontos A(x,, V,) € B(xp,yp) no

plano cartesiano € o ponto que se situa exatamente no meio dos dois, € suas coordenadas sao:

xa+xb

=Ty

=ya+yb
yC 2

Ou seja, as coordenadas do ponto médio sao a média das coordenadas.

Exercicio 2 - Observando no plano cartesiano que construimos com as carteiras da sala no
inicio da aula, calcule o ponto médio entre os pontos:

a) AeB.

b) Ee¢H.

c) AeE.

d) SeT.

e) JeG.

f) NeT.

Equaciao reduzida da reta

Para trabalhar a equagdo reduzida da reta, iremos primeiramente apresentar uma funcao
Afim e pediremos para que os alunos construam o grafico associado a ela. O grafico sera
desenhado em uma malha quadriculada presente na apostila da aula. Caso os estudantes nao
compreendam muito bem o processo de construcao do grafico, iremos explicar o passo a passo
a partir da construcdo de uma tabela com valores associados de x e y e denotaremos esses
pontos na malha quadriculada. A fungao a ser trabalhada sera

f(x)=3x+4

Construiremos a seguinte tabela:



Tabela 1 - Fungdo f(x) = x

x y=f)

-2 f(x)=3(-2)+4=-2
—1 fx)=3(-1)+4=1
0 f(x)=30)+4 =4
1 f)=31)+4=7
2 f(x)=32)+4=10

Fonte: Autores
E, a partir desses valores, desenharemos o seguinte grafico no quadro:

Figura 22 - Grafico da fun¢do f(x) = 3x + 4

Fonte: Autores, GeoGebra

1° passo — determinar o coeficiente angular
A partir de dois pontos de uma reta, podemos calcular sua equagdo. A primeira coisa
que precisamos observar ¢ a sua inclina¢do e usando o eixo X como referencial, ou seja, a
inclinagdo da reta serd dada a partir do angulo formado entre ela e o eixo X.
Para determinar este angulo, vamos destacar que, ao tragar um segmento paralelo

ao eixo X que passa pelo ponto (0,4), podemos formar um tridngulo retingulo ABC.



Figura 23 - Coeficiente angular da/funqﬁo fx)=3x+4

Fonte: Autores, GeoGebra

Em que o angulo em B ¢ de 90°. Com estes pontos, podemos expressar numericamente
a inclinagdo da reta.
d(B,C) 7-4
a = = =3
d(A,B) 1-0

De maneira geral, temos que:

Figura 24 - Coeficiente angular de uma fungio
AY

Y

Fonte: Cavalcante, 2019

A BC V1= )2
tga =tgBAC >tga =— >tgag =—=—=
g g g Ta g X —x,
Em que tg a € o uma constante que expressa a inclinagdo da reta, que chamamos de m

e representamos por:
Y1i—Y2

m="—-=
X1 — Xy

2° passo — Determinar a equacao geral da reta



Veja que, para encontrar um ponto P qualquer na reta do nosso exemplo anterior
(f (x) = 3x + 4), podemos pensar que suas coordenadas sdo dadas por P = (x,y). Lembrando

também que temos C = (1,7)Assim, observando no grafico, teriamos:

Figura 25 - Processo para encontrar equagdo geral da reta I
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Fonte: Autores, GeoGebra

y—M

m=x_x1=>m(x—x1)=y—y1
Ou seja,
y—7
3 1> 3(x—1)

Chamamos a equagdo y —7 = 3(x — 1) de equacdo geral da reta. Veja que, se

resolvermos estas operagdes dentro da equagdo, podemos encontrar:

y—7=3x-1)=2y=3x—-3+7=>y=3x+4

Que ¢ exatamente a equagdo que utilizamos para encontrar o grafico, em que y = f(x).



Figura 26 - Processo para encontrar equagéo geral da reta 11
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Fonte: Cavalcante, 2019

Como o coeficiente angular serda 0 mesmo, temos que

y—M
m =
x_xl

Sy—yi=m(x—x;)>y=mx+ (y; —mx;)

Assim, temos:
e Equaciao geraldareta:y —y;, =m.(x —xq)
e Equacio reduzida dareta: y = mx +n,em que n = (y; — mx;)
Em que (xl,, yl) sdo as coordenadas de um ponto da reta dado, e m € o coeficiente

angular da reta.

Observacao: No grafico, chamamos n = (y; — mx; ) de coeficiente linear. Ele ser4 dado pelo
ponto que se encontra sobre o €iXo y.
No nosso exemplo anterior, este ponto ¢ o A. Veja que ele ¢ dado quando x = 0, y = 4.

Entdion = (y;, —mx;) >n=(7-3-1)=4

Exercicio 3 - Observando no plano cartesiano que construimos nas carteiras da sala no inicio
da aula, encontre:

a) A equagao da reta que passa pelos pontos C e Q da sala.

b) A equacdo da reta que passa por E e tem coeficiente angular m = —2

¢) A equagdo da reta que passa pelos pontos C e G

d) A equagdo da reta que passa pelo ponto P e tem coeficiente angular m = %

e) As equagdes de 3 retas que passam por diferentes pontos de sua escolha do plano que

construimos.

Relembrando: posicoes relativas entre retas

e 71 || s:7 ¢ paralela a s, ndo hd pontos em comum entre as retas.



e 7 X s:réconcorrente a S, ha um Uinico ponto em comum entre as retas.
e 1 1 s:r¢éperpendicular a s, ha um inico ponto em comum entre as retas e estas formam

90° entre si.

Exercicio 4 -Encontre duas retas no plano cartesiano que construimos na sala que sao:
a) Paralelas entre si.
b) Concorrentes entre si.

¢) Perpendiculares entre si.

Equacio da circunferéncia

Para introduzirmos este conceito, vamos partir da origem do plano cartesiano construido
com as carteiras da sala. Utilizando um barbante, vamos partir da origem e dizer que definimos
uma circunferéncia no plano cartesiano encontrando todos os pontos que estdo a uma mesma
distancia de um ponto que chamaremos de O, o centro da circunferéncia. Esta distancia
chamaremos de raio. A equagao reduzida da circunferéncia na origem sera dada por:

X2 +y? =12

Em que r ¢ o raio da circunferéncia. Diremos entdo que o centro da circunferéncia nao
precisa estar sempre na origem do plano cartesiano, como € o caso do ponto B. A pessoa que
estiver sentada no ponto B representa o centro da circunferéncia que passa pelos pontos E, G,
H e I, cujo raio ¢ 2. Mais uma vez, com a ajuda de um barbante, mostraremos que estao
equidistantes e ressaltaremos que ha infinitos pontos na circunferéncia, mas que nao vemos,
pois estao representados pelas carteiras.

Como esta circunferéncia ndo tem centro na origem, diremos aos alunos que precisamos

mostrar na equacdo da circunferéncia onde € o centro. Para isso, fazemos:

Equacio reduzida da circunferéncia: (x — a)? + (y — b)? = r2.
Em que:
e qa,b sdo as coordenadas do centro da circunferéncia;
e 1 ¢é o raio da circunferéncia;
e x,y sdo as coordenadas que queremos encontrar dos pontos que tém distancia r do

centro (a, b).



Exercicios 5 — Encontre no plano cartesiano que construimos na sala circunferéncias cujos
centros e raios sao:

a) OpontoBcomr = 2.

b) Oponto Gcomr = 1.

¢) OpontoPcomr =5.

Exercicios complementares para alunos avancados:
1) Expresse algebricamente qual a relacdo entre os coeficientes das equacdes de duas retas
e a posicao relativa entre elas.
Sejam r(x) = a;x + by e s(x) = a,x + b,.

Se elas sdo paralelas: r // s entdo m, = mg

a, = 4az
Se elas sdo concorrentes: m,. # mg
a, # a,
Se elas sdo perpendiculares:
1
m, = —E
1
a, = —a—z

2) Determine a equacdo reduzida da circunferéncia.
Resolucdo: Vamos estabelecer uma relagdo para um ponto qualquer H(x,y) que
pertence a circunferéncia de centro M (a, b) e raio r. O ponto H (x, y) pertence a circunferéncia
se, e somente se, dyy = T.

Relembraremos que a distancia entre dois pontos ¢ dada por:

dap =~ (x5 — x)% + (V5 — Ya)?

Logo,

Jax—a)2+ @y —-b)32=r
Elevando os dois membros da equagdo ao quadrado, temos:
(x—a)*+ (y—b)?=r2
A equagdo descrita acima ¢ conhecida como equacdo reduzida da circunferéncia de

centro M (a, b) e raio r. Note que o raio da circunferéncia ¢ sempre maior que zero.



Lista de Exercicios:

Exercicio 06 (PUC — RJ) — O ponto B (3,b) ¢ equidistante aos pontos A (6,0) e C (0,6).

Logo, o ponto B ¢€?

Exercicio 07 (PUC — SP) — Para que 2x —y+4 =0 ¢ ax — 2y = —c sejam equagdes da
mesma reta, os valores de a e ¢ devem ser, respectivamente, iguais a:

a)—4e—8 b)—2e—4 c)le2 d)2e4 e)del

Exercicio 08 (PUC — SP) — As retas de equacdes y = 3x + 1 e y = 4x + 3m sdo concorrentes

em um ponto do eixo x. O valor de m é:

a)% b)g c) 1 d) 0 e)%

Exercicio 09 — Determine a posi¢do do ponto P (3, —5) em relagdo a circunferéncia de equagio

x —1)2 + (y + 3)% = 9. Isto é, P esta dentro ou fora da circunferéncia?
y

Exercicio 10 — Qual ¢ a equacdo reduzida da circunferéncia que passa pela origem e tem o

ponto C(—1,5) como centro?

Exercicio 11 (Mackenzie — SP) — O segmento de extremidades P(2,8) ¢ Q(4,0) ¢ o didmetro
de uma circunferéncia cuja equagao €:

a) (x + 13)2 + y2 = 289 b) (x +5)% + (y —2)? =85
)(x+1)?+(y—3)2=34 dDx-3)2+@—-4)?%=17

e)(x—7)2+ (y—5)?% =34

Exercicio 12 — Obtenha a intersecdo da reta s: x — y + 1 = 0 com a circunferéncia de equagao

(x—2)*+(y—3)*=2



Apostila — Geometria Analitica
Quando todos se sentaram em seus lugares, encontramos esta disposi¢do de lugares

representada no plano cartesiano:

F T D
® ® 6 ]
J M
5 ® ®
E P K L
[ ] L ] 4 L ] [ ]
O N
L] °
| S B ( C A
® © ® 2@ ® ®

Distancia entre pontos

1- Qual a distancia entre o aluno do ponto C até o aluno do ponto A?
2- Qual a distancia entre os alunos que estao nos pontos A e D?
3- Qual a distancia entre os alunos dos pontos C e D?

1° caso — O segmento AB ¢ paralelo ao eixo Oy, onde a distancia dz ¢ o mddulo da diferenca
entre abscissas.

dag = |Xp — Xal
2° caso — O segmento AB ¢ paralelo ao eixo Ox, onde a distancia d 5 ¢ 0 médulo da diferenga
entre ordenadas.

dAB = |YB - YAl

3° caso — O segmento AB nao é paralelo a qualquer eixo. A distancia d,p depende das
diferencas entre abscissas e ordenadas, de tal forma que, ao aplicarmos o teorema de Pitdgoras

no triangulo ABC, temos:

dap = (Xp = Xa)* + (Vp — Va)?
Exercicio 01 — Determine a distancia entre os seguintes pares de pontos:
a) A(2,-3)eB(5,-3)
b) C(—2,6)eD (—2,4)
c) E(3,7)eF(1,1)



d) Quais sdo dois pontos mais distantes entre si do mapa? Qual ¢é a distancia entre

eles?

Defini¢ido (ponto médio): O ponto médio C(x,, y.) entre dois pontos A(x,, V,) € B(xp, V) no

plano cartesiano € o ponto que se situa exatamente no meio dos dois. Suas coordenadas sao:

xa+xb

=T

ZYa+yb
yC 2

Ou seja, as coordenadas do ponto médio sdo a média das coordenadas.
Exercicio 02 — Pensando no plano cartesiano que construimos com as carteiras da sala no inicio
da aula, calcule o ponto médio entre os pontos:

a) AeB.

b) Ec¢H.

c) AeE.

d) SeT.

e) JeG.

f) NeT.

Equaciao reduzida da reta

Construa um plano cartesiano na malha quadriculada abaixo e, com o auxilio da tabela,

construa o grafico da funcgdo f(x) = 3x + 4:

x y=fx)




Como determinar o coeficiente angular?

B 4

e Equaciogeraldareta:y —y, =m- (x —xq)
e Equacio reduzida dareta: y = mx + n,em que n = (y; — mx;)
Em que (x1,» yl) sao as coordenadas de um ponto da reta dado, m ¢ o coeficiente

angular da reta e n ¢ o coeficiente linear.

Exercicio 03 — Ainda pensando no plano cartesiano que construimos nas carteiras da sala no
inicio da aula, encontre:

a) A equacdo da reta que passa pelos pontos C e Q da sala.

b) A equacdo da reta que passa por E e tem coeficiente angular m = —2

¢) A equagdo da reta que passa pelos pontos C e G

d) A equacdo da reta que passa pelo ponto P e tem coeficiente angular m = 4/5

e) As equacgdes de 3 retas que passam por diferentes pontos de sua escolha do plano que
construimos

*7r || s: v é paralela a s, ndo ha pontos em comum entre as retas.

* r X 5: 1 é concorrente a s, ha um Unico ponto em comum entre as retas.

*r L s: 7 é perpendicular a s, ha um Unico ponto em comum entre as retas e estas formam

90° entre si.

Exercicio 04 — Encontre duas retas no plano cartesiano que construimos na sala que sao:



a) Paralelas entre si.
b) Concorrentes entre si.
c¢) Perpendiculares entre si.
Equacéo reduzida da circunferéncia
No plano cartesiano, a circunferéncia que possui centro no ponto (a, b) e raio r tem
como equagao reduzida:
(x—a)?+(y-b)?=r?
Em que x,y sdo as coordenadas que queremos encontrar de todos os pontos que tém

distancia r do centro (a, b).

Exercicio 05 — Encontre no plano cartesiano que construimos na sala circunferéncias cujos
centros e raios sao:

a) O ponto B comr = 2.

b) O ponto Gcomr = 1.

c) O ponto P com r = 5.

Exercicio 06 (PUC — RJ) — O ponto B (3, b) ¢ equidistante aos pontos A (6,0) e C (0, 6).
Logo, o ponto B ¢?
Exercicio 07 (PUC — SP) — Para que 2x —y +4 =0 e ax — 2y = —c sejam equagdes da
mesma reta, os valores de a e ¢ devem ser, respectivamente, iguais a:

a)—4e—8 b)—2e—4 c)le2 d)2c4 e)del
Exercicio 08 (PUC — SP) — As retas de equacdes y = 3x + 1 e y = 4x + 3m sdo concorrentes
em um ponto do eixo x. O valor de m é:

2)~ b) g o1 d)0 Ok
Exercicio 09 — Determine a posi¢do do ponto P (3, —5) em relagdo a circunferéncia de equagio
(x — 1)%2 + (y + 3)% = 9. Isto é, P esta dentro ou fora da circunferéncia?
Exercicio 10 — Qual ¢ a equagdo reduzida da circunferéncia que passa pela origem e tem o
ponto C(—1,5) como centro?
Exercicio 11 (Mackenzie — SP) — O segmento de extremidades P(2,8) e Q(4,0) ¢ o didmetro
de uma circunferéncia cuja equacao é:

a) (x + 13)2 + y2 = 289 b) (x +5)2+ (y—2)2=85

o)(x+ 12+ (y—3)2=34 dDx—-3)2+@y—-4)?2=17

e)(x—7)2+(y—5)2 =34



Exercicio 12 — Obtenha a intersecdo da reta s: x — y + 1 = 0 com a circunferéncia de equagao

(=22 +(y—3) =2

Referéncias:
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distancia-entre-dois-pontos.htm. Acesso em: 02 out. 2024.



Relatorio da aula ministrada no dia 5 de outubro

Na sexta-feira, dia 04/10/2024, organizamos as mesas ¢ carteiras da sala onde sdo
realizadas as atividades Promat, com distancias uniformes entre elas para imitar um plano
cartesiano; tracamos uma fita vermelha nas mesas para definir os eixos; e com fita crepe e

canetdo escrevemos nas coordenadas estipuladas (mesas) hipotéticos pontos cartesianos.

Na manha do dia 05/10 iniciamos a aula com 12 alunos, e, com o passar do tempo,
outros 5 alunos se fizeram presentes. Comecamos as explicagdes sem corrigir as tarefas do dia
anterior, pois ninguém comentou que tinha dividas da ultima lista, depois que haviamos

perguntado.

Os alunos ndo tiveram dificuldades para encontrar os pontos, mas alguns deles
questionaram qual era o eixo X, e se ele iniciava no zero. Ao abordar o conteido de Geometria
Analitica tecemos comentarios sobre qual era a representacdo daquelas carteiras e onde os
alunos se encontravam no plano cartesiano. Também comentamos sobre suas propriedades, os

eixos X e Y, os seus quadrantes e estudo dos seus sinais.

Ao tratarmos da questdo de pontos do plano ou coordenadas cartesianas, perguntamos
aos alunos que estavam sentados nos pontos especificos, como os pontos A, C ¢ D. Assim,
conseguimos trabalhar com distancias paralelas ao eixo X e ao eixo Y e tratamos de comentar
sobre a funcdo moddulo, informando-os que representa a distancia entre os pontos, ou valor

absoluto.

Depois de tratar as representagdes de distdncias, comentamos sobre distincias em
diagonais, quando o segmento que representa a distdncia entre os pontos ndo ¢ paralelo a
qualquer dos eixos do plano cartesiano. Tratamos de um tridngulo retangulo, e calculamos a

distancia entre 3 pontos, entre C e A, entre A e D e entre C e D.

Aplicamos o teorema de Pitdgoras para descobrir o valor da hipotenusa e medimos seu
valor utilizando um barbante com marcagdes em fita, que foi realiadona noite anterior. A

distancia entre um ponto e outro era de uma carteira (ou de uma unidade no plano cartesiano).

Entregamos a apostila para os alunos apos todas essas atividades, para que copiassem
os graficos, as anotagdes e respondessem as proximas atividades. Continuamos e aproveitamos
para explicar a formula geral da reta. Apods, foi aplicada a primeira atividade proposta na lista,

em que foi dado 15 minutos para que resolvessem.

Ao aplicar a formula geral da reta, alguns alunos acabaram cometendo o erro de resolver

o quadrado da diferenga como (a — b)? = a? — b?, entdo preferimos dar uma énfase na



discussdo sobre essa expressdo, e indicamos que resolvam primeiro os parénteses e depois o

quadrado. Além disso, corrigimos 3 atividades.

Como notamos que muitos estudantes ja estavam realizando a construcao do grafico,
enquanto ainda estdvamos nas atividades de ponto médio, decidimos que ja iriamos para a
resolugdo da construgdo do grafico. Durante esta atividade foi explicado como substituir valores
para encontrar ambas coordenadas. Os alunos foram participativos nessa atividade, o que nos
leva a acreditar que acompanharam bem os calculos e compreenderam a obtencao de pontos

para encontrar a equacdo da reta.

Durante os minutos finais, os professores pediram para os alunos resolverem o exercicio
3 da lista, deixando o tempo para que conseguissem resolver. Foi notado uma dificuldade da
parte dos alunos em determinar as equagdes de reta, com varios deles necessitando de
orientacdo. Faltando 4 minutos para a aula acabar, foi resolvido um dos problemas para ajudar

a sanar as duavidas dos alunos.

No final da aula, decidimos nao passar a equagao da circunferéncia por conta do tempo
disponivel. Preferimos focar nos exercicios e ajudar os alunos com davidas. Notamos que eles
compreenderam bem os contetidos mais simples, a exemplo da substituicdo de pontos para a
obtencdo de graficos. No entanto, a obtencdo da equacdo da reta a partir de dois pontos ainda

causava duvidas, as quais foram sendo discutidas até o término da aula.

Por fim, observamos que o plano cartesiano formado pelas carteiras auxiliou alguns
alunos a compreenderem os conceitos basicos de ponto, eixo, coordenadas e distancias, os quais

eram fundamentais para a metodologia proposta para o desenvolvimento da aula.



2.7 AULA 07 — Trigonometria I (26/10)
Plano de Aula

Publico-Alvo: Alunos inscritos no Promat.
Tempo de execucio: 3 horas e 30 minutos.
Conteudo: Trigonometria
e Definicao de seno, cosseno e tangente.
e Construcao da tabela de seno cosseno e tangente de arcos notaveis.
Objetivo Geral:
(EM13MAT308) Aplicar as relagdes métricas, incluindo as leis do seno e do cosseno ou as
nocdes de congruéncia e semelhanga, para resolver e elaborar problemas que envolvem
triangulos, em variados contextos.

Objetivos Especificos: Ao se trabalhar com trigonometria, espera-se que os alunos sejam
capazes de:

e Calcular seno, cosseno e tangente, dado um triangulo e seus lados.

e Resolver exercicios aplicando a trigonometria.

e Memorizar a tabela com relagdes trigonométricas dos arcos notaveis.

Recursos Didaticos: Apostila produzida pelos autores, quadro, giz, papel sulfite, transferidor,
régua, lista de exercicios impressa, papel milimetrado, globo terrestre, bola de isopor, lanterna,
laser, trena.

Introducio
Antes da aula iniciar, as carteiras serdo dispostas de modo que os estudantes formem

grupos para trabalharem em conjunto durante a aula. Os professores irdo iniciar as atividades
realizando a chamada e reservando 10 minutos iniciais para auxiliar com alguma davida que
tenha surgido durante a resolucdo dos problemas da aula passada. Feito isso, o primeiro

problema que motivara a aula abordara a constru¢do de uma choupana.

Problema 01: Vocé ir4 construir uma choupana de madeira, utilizando um pilar de concreto ja

construido para isso. A construgdo sera feita de acordo com a seguinte figura:

Figura 27 - Problema da choupana

/: a=65" 25m

T xr

Fonte: Autores, GeoGebra, 2024



Sabendo que as madeiras do telhado foram compradas com um comprimento de 2,5
metros, qual serd o tamanho x sob a cobertura?
Comentarios do problema: para que os alunos resolvam essa atividade, serdo fornecidos a
eles papel milimetrado, transferidor e régua. O intuito ¢ que os alunos desenhem um triangulo
retangulo semelhante ao do problema no papel milimetrado e megam o valor do cateto
utilizando uma régua. Com uma regra de trés simples, é possivel encontrar a resposta para o
problema. O objetivo do problema 01 ¢ fazer os estudantes perceberem que, quando
trabalhamos com tridngulos retangulos semelhantes, a razao entre dois lados correspondentes ¢

a mesma. O que sera feito na sequéncia ¢ definir tais razdes como seno, cosseno e tangente.

Definicdo: Considere um triangulo retangulo que possui um angulo a diferente de 90°. O lado
oposto ao angulo de 90° ¢ chamado de hipotenusa (maior lado); o lado oposto a a ¢

denominado cateto oposto a a e o outro lado ¢ o cateto adjacente a a.

Figura 28 - Nomenclatura dos lados de um tridangulo retangulo

Hipotenusa
Cateto oposto

Cateto adjacente

Fonte: www.escolakids.uol.com.br. Acesso em 05/09/2024

Defini¢ao (razées trigonométricas): em um tridngulo retangulo com um dos angulos medindo

a, definimos as razdes seno, cosseno e tangente da seguinte maneira:

cateto oposto

sen(a) =
(@) hipotenusa

cateto adjacente

cos(a) =
(@) hipotenusa

cateto oposto

tg(a) =
9(@) cateto adjacente

Com essa definicdo, falaremos aos alunos que € possivel calcular o seno, cosseno e
tangente dos angulos, dados os lados de um tridngulo retangulo que tenha este angulo como um
dos seus e aplicando a defini¢do. Em seguida, mostraremos a eles uma tabela com varios valores

para seno e cosseno e explicar como as pessoas utilizavam essas tabelas antes da invengdo de


http://www.escolakids.uol.com.br/

calculadoras ou computadores. A tabela disponivel em

https://brasilescola.uol.com.br/matematica/seno-cosseno-tangente-angulos.htm serd projetada

para que haja o debate em sala.

O valor do seno de 65° ser4 consultado e os alunos irdo comparar seus resultados obtidos
no exercicio 01 com o presente na tabela.

Apods a explicagdo da tabela, serdo trabalhados alguns exercicios envolvendo seno,
cosseno e tangente. Essas atividades ja estardo presentes na apostila dos estudantes e serao
trabalhadas como segue abaixo:

Exercicio 01 - Considere o seguinte tridngulo retdngulo:

Figura 29 - Triangulo retangulo

Fonte: Autores, GeoGebra, 2024

Quanto mede o lado x? E qual ¢ a medida do lado y? Respectivamente, 4 e
aproximadamente 5,656.

Exercicio 02 - Analise o seguinte tridngulo retangulo:

Figura 30 - Triangulo retangulo

Fonte: Autores, GeoGebra, 2024

a) Quanto mede o lado x do tridngulo? 3

b) Qual ¢, aproximadamente, a medida do angulo a? Aproximadamente 53°


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/seno-cosseno-tangente-angulos.htm

Exercicio 03 - Vocé esta a uma distancia de 50 metros de um prédio. Utilizando uma
ferramenta, vocé mede o angulo entre o chao e o topo do prédio e o angulo ¢ de 60°. A

figura abaixo ilustra a situagao:

Figura 31 - Triangulo retangulo

H
H
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—

Blm

Fonte: Autores, 2024

Qual ¢ a altura do prédio? Aproximadamente 86,6 metros.

Comentarios dos exercicios: O intuito ¢ trabalhar com a tabela previamente passada aos
alunos. O primeiro exercicio, sabendo a medida do angulo, consultamos a tabela para achar o
valor das razdes trigonométricas. No segundo, fazemos o contrario: a partir dos valores de seno
e cosseno, consultamos a tabela para determinar qual € o angulo a. No terceiro, dado um angulo
e um lado, calcularemos o valor do lado oposto pedido usando a tabela de arcos notaveis, o

valor do angulo e de um dos lados.

Sera exposto aos alunos um experimento muito famoso na historia da astronomia: uma
estimativa da distancia do Sol até a Terra em comparagdo com a distancia da Lua até a Terra.
A histéria desse experimento sera contada utilizando um globo terrestre, uma bola de isopor,
para representar a lua, e uma lanterna, para representar o Sol. Também sera projetado o
aplicativo Stellarium para complementar a fala. Serd narrado a seguinte historia:

Aristarco de Samos percebeu que, quando a Lua esta em fase de quarto crescente, o
angulo entre os segmentos de retas Lua-Terra e Lua-Sol é exatamente 90°. Sendo assim, se
medirmos o angulo entre o Sol e a Lua nesse momento, obteremos outro angulo do triangulo

retangulo com vértices na, Lua, no Sol e no observador. A seguinte figura ilustra essa situagao:



Figura 32 - Triangulo formado pela Lua, Sol e observador

Fonte: www.olhardigital.com.br, 2024

O angulo medido por Aristarco foi de 87°. Com essa informacao, sera perguntado aos
estudantes qual ¢ a distancia do observador até o Sol obtida por Aristarco. Para isso, serd
projetada novamente a tabela com os valores de seno e cosseno, com o intuito que os estudantes

utilizem o valor de cosseno de 87° para calcular:

1
87°) = — o dist=——
cos(87%) = 77 = 10,0523

Logo, o astronomo concluiu que o Sol estd muito mais distante da Terra do que a Lua.

=19,12

Como o tamanho aparente do Sol e da Lua no céu é semelhante, Aristarco notou que o tamanho
do Sol deveria ser muito maior do que o da Lua (cerca de 20 vezes mais) e, portanto, maior do
que a Terra também. Com esse fato inédito, o filésofo supds que faria mais sentido o astro
menor girar em torno do maior, ou seja, pensou, pela primeira vez na historia, que a Terra girava
em torno do Sol.

Quando falamos do experimento realizado por Aristarco, ndo podemos esquecer do
grande erro nas suas medic¢oes, afinal o Sol ndo estd 20 vezes mais longe do que a Lua, mas sim
380 vezes mais distante. Pediremos para que os estudantes raciocinem e tentem explicar em
qual passo o filésofo grego errou, em seguida daremos a resposta. Serd dado um tempo para
que os grupos cheguem a uma conclusdo e os professores estagidrios irdo passar nas mesas
auxiliando-os. Espera-se que as respostas apontem que foi um erro de medi¢do do angulo.

Depois que os grupos chegarem nas conclusdes, os professores irdo apontar o erro de
medicao do angulo cometido por Aristarco e fornecer um valor mais proximo do angulo real:
89,85°. Os docentes comentarao que, por mais que a diferenca de 2,85° pareca pequena, ela foi
a culpada de um erro tdo grande. Para explicar esse ponto de maneira mais intuitiva aos

estudantes, serd utilizado um laser. Um dos professores ird se colocar a uma distancia de 1


http://www.olhardigital.com.br/

metro de uma parede da sala e ligar o laser na parede, de modo que ele forme 90° com o

anteparo. Aumentando o angulo de inclinagdo do laser, a luz alcanga uma altura cada vez maior.

Ap0s fazer essa abordagem exploratoria utilizando a Astronomia, iremos mostrar, de
maneira expositiva, os senos e cossenos dos angulos de 30°, 45° e 60°. Para o angulo de 45°,
iremos construir um quadrado de lados medindo 1 unidade de medida e reparti-lo em uma de
suas diagonais, obtendo dois tridngulos idénticos. Aplicando o teorema de Pitagoras,
concluimos que a hipotenusa mede V2 e, portanto, podemos achar o seno e o cosseno desse
angulo.

Figura 33 - Obtengdo do seno, cosseno e tangente de 45°

. 1 V2
2 _ 12 2 sen(45”) = =
D 1°+1 ( ) \ﬁ 9
D=2
. 1 \/E
D —5 r08(45°%) = — =
1 D=2 cos(45%) 772

L1
tan(45°) = | = 1

a=45° I_

Fonte: Autores, GeoGebra, 2024

Para os angulos de 30° e 60°, iremos construir no quadro um triangulo equilétero e tracar
uma de suas alturas, dividindo-o em dois triangulos iguais. Cada um desses triangulos ¢
retangulo e possui angulos de 30° e 60°. Aplicando novamente o teorema de Pitagoras, achamos
a medida do lado faltante (altura do tridngulo equilatero) e calculamos o seno e cosseno desses

angulos.



Figura 34 - Obtengdo do seno, cosseno e tangente de 30° e 60°

92 — p2 412 . 1 . .
h*+1 sen(30°) = 3 sen(60°) = é
4=h+1 -
. V3 1
W2 —3 cos(30°) = g cos(60°) = 3
2
h=+3 ; ;
tan(30°) = \% - Q tan(60°) = ? =V3

1 1

Fonte: Autores, GeoGebra, 2024

Na apostila dos estudantes, a seguinte tabela estard posta em branco para que seja

preenchida.

Construcio da tabela de angulos notaveis

Tabela 2 - Relacdes trigonométricas dos dngulos notaveis

x 30° 45° 60°
sen & l NF] V3
2 2 2
cos X V3 V2 1
2z |z | 2
tag « \/_§ 1 \3
3

Fonte: Autores, 2024

Para finalizar a aula, serdo trabalhados os seguintes exercicios com os estudantes:

Lista de Exercicios

1- Um avido levanta voo sob um angulo constante de 20° apos percorrer 2000 metros em

linha reta. De quanto aproximadamente, serd a altura atingida pelo avidao?



Figura 35 - Problema do avido

Dados :

sen20° = 0,342

2000 km cos20° = 0,94
M 1920° = 0, 364

Fonte: Autores, 2024

R: 684m

2- (ENEM 2013) As torres Puerta de Europa sdo duas torres inclinadas uma contra a outra,
construidas numa avenida de Madri, na Espanha. A inclinagdo das torres ¢ de 15° com
a vertical e elas tém, cada uma, uma altura de 114 m (a altura ¢ indicada na figura como
o segmento AB). Estas torres s3o um bom exemplo de um prisma obliquo de base

quadrada e uma delas pode ser observada na imagem.

Figura 36 - Prédio

Utilizando 0,26 como valor aproximado para a tangente de 15° e duas casas decimais
nas operacoes, descobre-se que a area da base desse prédio ocupa na avenida um espago:
a) Menor que 100m?.

b) Entre 100 m? e 300 m?.

c¢) Entre 300 m? e 500 m?.

d) Entre 500 m? e 700 m?.

€) Maior que 700 m?.



O segmento AB divide a face do prédio em dois tridngulos retangulos, sabendo que o
angulo B ¢ igual a 15° e conhecendo o cateto adjacente a ele, ¢ possivel calcular o tamanho da

base utilizando a tangente.

cateto oposto

tg 15° =
g cateto adjacente

X
0,26 = —

0,26 x 114 = x
x=2964m
Como a base ¢ um quadrado, a sua area sera igual ao lado quadrado, entdo, temos que

A = 29,64% = 878,53m?

3- (ENEM 2009) Ao morrer, o pai de Jodo, Pedro e José deixou como heranga um
terreno retangular de 3 km x 2 km que contém uma 4rea de extracdo de ouro delimitada
por um quarto de circulo de raio 1 km a partir do canto inferior esquerdo da propriedade.
Dado o maior valor da area de extracdo de ouro, os irmdos acordaram em repartir a
propriedade de modo que cada um ficasse com a ter¢a parte da area de extracao,
conforme mostra a figura.

Figura 37 - Terreno para dividir
3 ke

Juda
Pedra
2km

Tkm José

1 km
Fonte: Enem, 2009

Em relagdo a partilha proposta, constata-se que a porcentagem da area do terreno
que coube a Jodo corresponde, aproximadamente, a

(Considere tg(30°) = 0,58)

a) 50%

b) 43%

c)37%

d) 33%

e) 19%



4- (ENEM 2018) Para decorar um cilindro circular reto serd usada uma faixa retangular
de papel transparente, na qual estd desenhada em negrito uma diagonal que forma 30°
com a borda inferior. O raio da base do cilindro mede 6/t cm, e ao enrolar a faixa
obtém-se uma linha em formato de hélice, como na figura.

3g°

Fonte: Enem, 2018

O valor da medida da altura do cilindro, em centimetro, €

A) 3673
B) 2473
C) 43
D) 36
E) 72

5) Um matematico deseja saber a largura x de um rio. Para isso, ele fixa um objeto A na

margem oposta a ele e, a partir do ponto B, caminha 25 metros para a esquerda até que

o angulo BCA seja de 45°. A figura abaixo ilustra esse processo:

Figura 39 - Medig&o do rio usando trigonometria

A

a=45°

25m C

Fonte: Autores, GeoGebra, 2024

Qual ¢ a largura do rio encontrada? 25 metros
Comentarios da questio: a ultima questdo foi retirada do video de Domingos dos Santos Neto,

disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=hUtHIRQcdgM. Apds a resolucdo desse

exercicio, iremos utilizar o multimidia e passar o video para os estudantes.


https://www.youtube.com/watch?v=hUtHIRQcdgM

6) (Enem 2020) Pergolado é o nome que se da a um tipo de cobertura projetada por
arquitetos, comumente em pragas e jardins, para criar um ambiente para pessoas ou
plantas, no qual ha uma quebra da quantidade de luz, dependendo da posicéo do sol. E
feito como um estrado de vigas iguais, postas paralelas e perfeitamente em fila, como

ilustra a figura.

Figura 40 - Problema entrada de luz

S
o

Fonte: Enem, 2020

Um arquiteto projeta um pergolado com vaos de 30 cm de distancia entre suas
vigas, de modo que, no solsticio de verao, a trajetéria do sol durante o dia seja realizada
num plano perpendicular a dire¢do das vigas, e que o sol da tarde, no momento em que
seus raios fizerem 30° com a posi¢do a pino, gere a metade da luz que passa no
pergolado ao meio-dia.

Para atender a proposta do projeto elaborado pelo arquiteto, as vigas do
pergolado devem ser construidas de maneira que a altura, em centimetro, seja a mais
proxima possivel de
a) 9
b) 15
c) 26
d) 52
e) 60
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Relatorio da aula ministrada no dia 26 de outubro

Nos 10 primeiros minutos da aula deste sdbado retomamos o assunto da aula do dia
05/10/2024 pois, nessa interrup¢ao das atividades, os alunos acabam esquecendo alguns
assuntos. Nao surgiram duvidas nos exercicios até entdo apresentados, mas uma aluna
aproveitou o momento para tirar davidas conceituais sobre um topico que nao abordamos na
aula passada e que ela pesquisou por conta. Apos, iniciamos a aula com 10 alunos. Por conta
do Auldo do vestibular da Unioeste, notamos que em todas as salas tinham poucos alunos, e por
conta disso, os professores-estagidrios da turma 5, por terem apenas 2 alunos em sala,
solicitaram a professora Dulcyene se poderiam juntar todos em uma unica sala. Feito isso,

realizamos as atividades propostas com 7 professores-estagiarios e 12 alunos.

Por conta dessa mudanca, ocorreram alguns imprevistos, pois € dificil de se organizar
as atividades com 7 professores-estagiarios. Para uma nova composi¢do, nos 15 primeiros
minutos realizamos uma introducao da questdo do exercicio da choupana proposta no plano e,
concomitantemente repassamos aos professores-estagiarios da sala 5 o nosso Plano de Aula, e

o que cada um poderia fazer para ajudar.

Os alunos conseguiram compreender a ideia de propor¢do entre o desenho e a medida

real da construcao. Todos os estudantes resolveram o problema utilizando regra de trés.

ApoOs terminar esta atividade, realizamos as relagdes com o tridngulo retangulo, dando
nome aos seus lados, chamando-os de catetos e hipotenusa. Com o auxilio do quadro e da lista
de atividades, fizemos as relagdes com a primeira questao da lista e depois denotamos as razdes

trigonométricas que encontramos neste triangulo.

Depois disso, projetamos a tabela disponivel no site

https://brasilescola.uol.com.br/matematica/seno-cosseno-tangente-angulos.htm com oS

angulos de 1° - 99° que os antigos matematicos utilizavam quando ndo se tinha calculadoras.
Com a tabela, procuramos qual era o valor do sen (65°) = 0,9093, e multiplicando esse valor
por 2,5m, pois este € o valor da hipotenusa do tridngulo que a choupana forma e precisdvamos
descobrir o valor do lado oposto ao angulo dado, conseguimos assim chegar numa aproximagao

muito boa.

Solicitamos entdo que os alunos seguissem resolvendo as atividades da lista de
exercicios e pedimos para que os professores-estagiarios da sala 5 resolvessem no quadro as

questdes 01, 02 e 03.


https://brasilescola.uol.com.br/matematica/seno-cosseno-tangente-angulos.htm

Notamos que na questdo 01 os alunos resolveram de duas formas, uns utilizaram o valor
da tangente tabelado de 45° e assim conseguiram o valor do lado x; outros notaram que como
um dos angulos era de 90° e o outro ¢ 45°, somando todos os angulos 6 + 45 + 90 = 180,
assim 6 = 45. Logo ambos os angulos sdo 45°, e como um dos lados tem valor 4, o outro lado

também € igual, ou seja, valor 4. E para encontrar o y utilizamos o teorema de Pitdgoras, y? =

4% + 42 obtendo-se que y = V32 ouy = 4v2 .

Na questdo 02, o objetivo era fazer o processo inverso, e os alunos teriam os valores dos
lados e precisariam encontrar o valor do angulo. Assim, com o valor dado da hipotenusa e do
cateto oposto, poderiam calcular o valor do seno daquele angulo. Com o valor obtido, eles

procuraram na tabela um angulo aproximado, que resultou em 53°. E para encontrar o cateto

adjacente empregou-se o teorema de Pitagoras, 52 = 4% + x? ou seja obtendo-se x = /9 = 3.

Em seguida seguimos para a proxima atividade, para a explica¢do do experimento de
Aristarco. Que durou cerca de 40 minutos. Para isso, utilizamos um globo terrestre escolar para
representar a Terra, uma lanterna para representar o Sol e uma bola de isopor para representar

a Lua.

Aristarco utilizou trigonometria, suas observagdes e raciocinio logico para deduzir que
o Sol ¢ muito maior do que a Terra sua solucdo foi exposta aos estudantes com o auxilio dos
materiais concretos mencionados anteriormente. A explicagdo iniciou no primeiro horario, mas
10 minutos apds seu inicio, ocorreu o intervalo. Apds a pausa, prosseguimos com a fala

planejada.

No inicio da discussdo da solucdo de Aristarco, fizemos discussdes preliminares a
respeito de Astronomia. Por exemplo, explicamos por que dias e noites se sucedem devido a

rotacdo da Terra e por qual motivo a Lua apresenta diferentes fases.

Em toda atividade, os alunos tiveram mais dificuldade de compreensao da construgao
do tridngulo com vértices Terra, Lua e Sol e no entendimento de que, quando vemos metade da
Lua iluminada, significa que esse tridngulo ¢ retdngulo. Essa exposi¢ao foi feita por meio de
desenhos no quadro, conforme a imagem que esta no plano de aula da posi¢ao da Terra, Lua e

Sol.

Quando os estudantes foram solicitados a realizar as contas com o angulo encontrado
por Aristarco, a maioria soube aplicar corretamente as relagdes trigonométricas. Também

solicitamos que calculassem a distancia da Terra até o Sol levando em consideragcdo a medi¢ao



mais precisa do angulo (89,85°). O segundo calculo teve uma participagdo menor, sendo que o

segundo calculo era muito semelhante ao primeiro, ficando redundante.

Na discussao final sobre o erro cometido por Aristarco decidimos discutir que o erro
estava na aproximag¢do da medicao realizada. Fizemos isso pois acreditamos que seria melhor
para o andamento da aula e para o controle do tempo disponivel. Os alunos compreenderam a
utilizacao do laser para a representacdo do diagrama Terra-Lua-Sol e a ideia principal dessa
atividade, que ¢ a de que, quando um dos angulos de um triangulo retangulo fica muito préximo
de 90°, pequenas variagdes nesse angulo causam grandes variagdes no tamanho do cateto

oposto a ele.

ApOs essa explicacao, iniciamos a segunda parte da aula, e nela alguns alunos ja tinham
o conhecimento prévio de como obter a tabela dos arcos notaveis a partir de figuras geométricas,
tal como fizemos em sala. Para outros, nossa exposi¢do foi uma novidade e ajudou na
compreensdo tedrica e na memorizagdo da tabela. Para auxiliar na memorizagao, decidimos

também passar para os estudantes uma breve musica utilizada para decorar os arcos notaveis.

Na lista final de exercicios, fornecemos cerca de 15 minutos para que os estudantes
ficassem livres para responder aos problemas programados para avaliagdo da compreensao dos
conteudos. Quase todos os alunos conseguiram realizar pelo menos 4 exercicios, que ¢ uma
quantidade boa, segundo nossa avaliacao, e que ilustrou um bom entendimento do contetdo
tratado nesta aula por parte dos alunos. Ao final dos 15 minutos, fizemos a correcao de 2
problemas que mais geraram diividas e chamamos 2 alunos ao quadro para que mostrassem
suas resolucdes para o restante da classe. A participacdo e explicacdo de ambos foram boas de
modo que ficamos contentes com o retorno positivo por parte dos estudantes. Logo que a

correcao foi concluida liberamos os alunos encerrando as atividades.



2.8 AULA 08 — Trigonometria I (09/11)

Plano de Aula

Publico-Alvo: Alunos inscritos no Promat.
Tempo de execucdo: 3 horas e 30 minutos.
Conteudo: Trigonometria

e Construcao do nimero irracional Pi

e Arcos

e Angulos

e Circulo trigonométrico
Objetivo Geral:
(EM13MAT311) Resolver e elaborar problemas que envolvem trigonometria e circulo

trigonométrico, identificando arcos congruentes, diferenciando o Radiano do Grau e
reconhecendo os quadrantes do circulo trigonométrico, assim como seus sinais.

Objetivos Especificos:

Entender a construcao de um circulo trigonométrico

Identificar a diferenca entre Radiano e Grau, ¢ suas conversdes.
Entender o que sdo arcos congruos

Reconhecer o sinal de cada quadrante do circulo trigonométrico.

Recursos Didaticos: Apostila produzida pelos autores, quadro, giz, papel sulfite, transferidor,

régua, lista de exercicios impressa.

Atividade inicial — Obtendo se o nimero 7 (25 minutos)

Na aula anterior e pelo grupo de mensagens, vamos pedir para que os alunos tragam pequenos

objetos redondos que tiverem em casa. Antes de comecarmos a atividade, vamos relembrar

alguns elementos importantes da circunferéncia, conforme a figura:

Figura 41 - Elementos da circunferéncia

Circunferéncia

Fonte: Autores, Geogebra, 2024

Observacio: Note que a medida do didmetro sempre sera o dobro da medida do raio!

Com a ajuda de um barbante e régua, pediremos para que eles possam medir o comprimento da

circunferéncia desses objetos e o seu didmetro e em seguida preencher o quadro:



Nome objeto

Comprimento da

circunferéncia

Diametro

Razao entre
comprimento e diAmetro

da circunferéncia

Média dos valores obtidos:

Comentario: A ideia ¢ que os alunos consigam encontrar um valor proximo ao de  ao calcular

a média das razdes entre o comprimento e o diametro das circunferéncias dos objetos. Para que

consigam verificar como este valor se relaciona com os angulos que sdo expressos em radianos,

vamos fazer a constru¢do de m radianos no quadro. Pediremos para que os alunos usem o

desenho de uma circunferéncia feita no caderno de raio 4 cm e marquem o raio e o didmetro

desta circunferéncia, como na figura:

Figura 42 - Raio da circunferéncia

Raio

Fonte: Autores, Geogebra 2024

Vamos pedir para que os alunos megam novamente o raio com um barbante agora e coloquem

esta medida sobre a circunferéncia, marcando sobre a circunferéncia. Vamos explicar que esta

medida representa uma medida de angulo chamada de radiano.

Definic¢oes:

1- Angulo: ¢ a regifio do plano limitada por duas semirretas de mesma origem.




2- Arco: ¢ cada uma das partes em que uma circunferéncia fica dividida por dois

de seus pontos.

3- Radiano: ¢ a medida de um arco cujo comprimento ¢ igual ao raio da

circunferéncia correspondente.

4- Grau: ¢ cada uma das 360 partes iguais da divisao de uma circunferéncia.
Pediremos para que verifiquem que o raio “cabe” 3 vezes na metade do comprimento da
circunferéncia e ainda falta um pequeno espago antes de chegar na metade. Explicaremos que
este valor (trés mais este espago pequeno) é exatamente 1. Por isso, dizemos que 7 rad =

180°

Exercicio 1 — Faca a conversdo de angulos de radianos para graus ou de graus para radianos.

a) 2 R:90° €)= R:270° iR 120° m)225° R: =
b)  60°R: % ) 150° R: =X jI35° R n)315° R-Z-
) ZR:30° g)%TR: 245° k)= R:210° 0)240° R
d)  45°R:T h) 27 R: 360° 1) =F R: 330° Py 1 300°

Arcos congruos

Perguntaremos aos alunos o que eles entendem que seja o significado da palavra
“congruéncia”. Explicaremos que congruéncia se refere a 2 objetos que possuem uma
coincidéncia ou uma correspondéncia de caracteristicas.

Definicio: Dois arcos sdo congruos quando possuem a mesma origem e a mesma extremidade.

Exemplos:
. 0° € um arco congruo a 360°.
. 390° é congruo a 30°.

Quando trabalhamos com angulos, muitas vezes podemos utilizar valores mais simples, com os
quais temos mais informacgdes para calcular relacdes como o seno, cosseno e a tangente. Por
isso, procuramos pela primeira determinagdo positiva, que ¢ o menor valor positivo de um
angulo congruo ao procurado, como no exemplo do angulo de 390°. E mais facil encontrar sua
primeira determinagao positiva (30°) e trabalhar com as informagdes que ja temos deste angulo.

Exercicio 2 — Calcule a primeira determinagdo positiva dos arcos a seguir:

2)1470° R:30° ©)1125° R:45° ¢)— 2% R:270°

b)1200° R: 120° d6m R: 0° ) —410°R:50°

Vamos mostrar como se calcula a primeira determinacdo positiva apenas do primeiro item,

dizendo que podemos dividir o angulo por 360°, assim veremos quantas voltas completas este

angulo fara. O resto desta divisao corresponde a primeira determinacao positiva deste angulo.



Construcao do circulo trigonométrico (45 minutos)

Vamos explicar que o circulo trigonométrico ¢ usado para relacionar angulos e nimeros reais

com as relagdes trigonométricas, de forma visual. Em papel milimetrado, vamos pedir para que

construam primeiramente um plano cartesiano. Em seguida, construiremos uma circunferéncia

de centro na origem do plano cartesiano e os demais elementos do circulo trigonométrico.

Figura 43 - Ciclo trigonométrico

T Tangente
3

I I Quadrante

1
Quadrante

™ 30° 0

| C Cosseno
Raio =1

Seno

Quadrante

Quadrante

Fonte: Autores, Geogebra, 2024

Elementos do circulo trigonométrico

1)
2)
3)
4)
S)
6)
7)
8)

Plano cartesiano

Circunferéncia de centro (0,0) e raio 1

I, 11, IIT e IV quadrantes

Eixo dos cossenos esta no eixo X

Eixo dos senos esta no eixo Y

Eixo das tangentes ¢ paralelo ao eixo dos senos e passa pelo ponto (1,0)
Sentido positivo ¢ anti-horario

Origem dos arcos relacionados com os nimeros reais se da no ponto (1,0)

Observacao 1: Por que o eixo X corresponde aos valores dos cossenos € o €ixo Y aos valores

dos senos?

Veja que, no exemplo do arco de 30° (ou %rad), encontramos um triangulo retangulo.



Figura 44 - Angulo de 30° graus no plano cartesiano

5" o g

Fonte: Autores, Geogebra, 2024

Neste tridngulo, o cateto oposto ao angulo de 30° ¢ paralelo ao eixo Y e o cateto
adjacente estd sobre o eixo X. Portanto, quando formos calcular o seno de 30°, a medida do
cateto oposto estara coincidindo com as medidas do eixo Y e quando formos calcular o cos de
30° a medida do cateto adjacente também coincidird com as medidas do eixo X. Além disso,
como a hipotenusa tem medida igual a 1, pois coincide com o raio da circunferéncia, temos que
0 seno e cosseno serdo as proprias medidas dos eixos Y e X.

Observacio 2: Por que o eixo das tangentes deve ser paralelo ao eixo Y passando pelo ponto
(1,0)?
Observe a figura:

Figura 45 - Seno e cosseno no ciclo trigonométrico

senc

Fonte: Autores, Geogebra, 2024

Ao prolongarmos a semirreta que define o angulo, encontramos um ponto de interse¢ao
com esta reta tangente que tragamos. Como vimos na aula passada, as relagdes trigonométricas
sempre terdo o mesmo valor para qualquer tridngulo, desde que se tenha o mesmo angulo, por

isso, o novo tridngulo encontrado ao prolongar a semirreta terd tangente igual ao tridngulo



cateto oposto

inicial. Como tg(x) = , € 0 cateto adjacente deste tridangulo tem tamanho 1,

cateto adjacente

encontramos que o valor do cateto oposto (valor encontrado no eixo da tangente tragado), sera

o valor da tangente deste angulo.

Estudo do sinal em cada quadrante
De acordo com o estudo do plano cartesiano, faremos o estudo de sinal em cada quadrante de

cada relacdo trigonométrica no quadro para que eles anotem em seus cadernos:

Figura 46 - Sinais que as fungdes Seno, Cosseno e Tangente assumem em cada quadrante

Seno Tangente

\‘\ _—

+ | + - |+ - |+

Vv

= = 4 Cosseno i

Fonte: http://www.educabras.com/media/emtudo_img/upload/ img/20110223 141808.gif, 2024

Exercicio 3 — Construa o que se pede:

a- Com uma folha quadriculada, construa uma circunferéncia, de raio r =1,
centrada no ponto O = (0,0) de um plano cartesiano;
b- Meca, com o auxilio do transferidor, € marque os seguintes angulos

(considerando que o angulo 0° ¢ o angulo que esta sobre o eixo positivo das abcissas):
0°,30°,45°,60° 90° 120° 135°, 150°, 180°, 210°, 225°, 240°,270°, 300°, 315°,330° ¢
360°. Expresse esses valores em graus ¢ em radianos;

c- Trace uma reta tangente ao ponto A = (1,0), sendo que essa sera utilizada para
medir a tangente de um angulo;

d- Encontre o seno, cosseno e tangente de todos os angulos construidos.

e- Explique como encontrar o valor do seno e cosseno dos angulos de 0°, 90°, 180°,
270° e 360°.

Comentario: A intengdo ¢ que eles entendam que, partindo dos angulos de 30°, 45°, 60° e 180°,
¢ possivel calcular o seno, cosseno e tangente de todos os outros angulos construidos,
comparando as medidas dos eixos X e Y. A pergunta E serd feita para ajudar os alunos a
memorizarem a importancia destes valores, o que sera usado na proxima aula sobre fungdes
trigonométricas.

Esperamos que os alunos tenham algumas possiveis respostas, como por exemplo, adicionar

30°+ 30° +... até chegar nos 360° e concluir o circulo, e no meio desse processo, queremos que


http://www.educabras.com/media/emtudo_img/upload/_img/20110223_141808.gif

eles observem que o angulo que corresponde as medidas de seno e cosseno de 30° no segundo

quadrante seria o 150°, ou entdo observar pela simetria do desenho.

Reducio ao 1° quadrante

o a esta no 2° quadrante: calcular 180°—a e fazer o estudo do sinal no quadrante;
o a esta no 3° quadrante: 180°—a e fazer o estudo do sinal no quadrante;
o a esta no 4° quadrante: 360°—a e fazer o estudo do sinal no quadrante.

Exercicio 4 — Calcule, reduzindo ao primeiro quadrante:
a) cos St/4  ¢) cos 5m/6
b)sen 11n/6 d) tg 35n/4

Relacio fundamental da trigonometria
Veja também que, no tridngulo retdngulo, vale o teorema de Pitdgoras. Dado qualquer
tridngulo retingulo, temos que a? + b? = ¢2.

Figura 47 - Triangulo retdngulo de lados a,be ¢

Fonte: Autores, Geogebra, 2024

Uma explicacdo para isso encontra-se na figura:

Figura 48 - Representagdo do teorema de Pitagoras

25

Fonte: Autores, Geogebra, 2024

Assim, no circulo trigonométrico, encontraremos a relagao:

sen?(x) + cos?(x) =1



Exercicio 5 — (Vunesp) A expressdo T sen®

a) sen 0

b) sen 6 + 1
c)tgB.cosHO

d) 1

sen0

sec O

cos2 0
no

Soma e Diferenca de arcos (20 minutos)

,comsen 0 # 1, é igual a:

Para calcular a soma ou a diferenca entre dois arcos trigonométricos, utilizamos as

formulas:
Quadro 12 - Soma e diferenca de arcos
SOMA DIFERENCA
SENO sen(a+b) =sena.cosb+ senb.cosa | sen(a —b) =sena.cosb —senb.cosa
COSSENO | cos(a+Db) =cosa.cosb —sena.senb | cos(a—Db) =cosa.cosh+ sena.senb

Fonte: Autores

Vale lembrar também da parddia do poema Cangao do Exilio

“Minha terra tem palmeiras onde canta o sabii. Seno a cosseno b, seno b cosseno a”

(atentar-se para o sinal, 0 mesmo que esta sendo feito)

E a outra rima também para o cosseno:

“Coca a coca b, senta a senta b” (atentar-se para sinal, sempre o oposto do que esta sendo

feito)




Lista de Exercicios

, . o . . 2km
1- Marcar no circulo trigonométrico as extremidades dos arcos de medidas x = — > em

que k ¢ um nimero inteiro.

Para para cada k, obtemos as medidas

dos arcos:

T — 0

r = 2m / 3

Lo = 471'/ 3

T3 =61/3 = 2w
2- Os ponteiros de um reldgio marcam duas horas e vinte cinco minutos. Determine o
menor angulo entre os ponteiros.
3- Em uma oficina de matematica, o professor orientou aos alunos que desenhassem

uma circunferéncia em seus cadernos de raio 10 cm. E depois dividisse a circunferéncia em 8

partes do mesmo tamanho como mostra a figura abaixo.

|
—dH
|

Os alunos construiram com régua e transferidor a figura acima, dividindo os angulos do mesmo
tamanho.

Quando haviam terminado a construc¢ao o professor langou dois desafios.

a) Determine a medida de cada um dos 8 arcos em graus e em radianos.

b) Determine o comprimento do arco AF.

4- (FUVEST) O menor valor de (3710”) com x real, é:
a) 1/6.
b) 1/4.
c) 1/2.

d 1.



e) 3.

5- (FESP) Qual ¢ o resultado da expressao:

5cos90° — 4 cos 180°

2sen 270° — 2sen 90°
R:-1

6- Durante o estudo do momento circular, um fisico fez a analise de um objeto que estava
girando em torno dele mesmo, formando um angulo de 15.240°. Analisando esse angulo, o

arco formado por ele estd em qual quadrante?

Resolugao

Sabemos que, a cada 360°, esse objeto completou uma volta em torno dele mesmo. Ao realizar
a divisdo de 15.240 por 360, encontraremos quantas voltas completas esse objeto deu em torno
dele mesmo, mas o0 nosso maior interesse € no resto, que representa o angulo em que ele parou.

15.240: 360 = 42,333...

O resultado mostra que ele deu 42 voltas em torno dele mesmo, mas 360 - 42 = 15.120, entdo
restou um angulo de: 15.240 — 15.120 = 120°. Sabemos que 120° ¢ um angulo do
segundo quadrante

7- Julgue as afirmativas a seguir:

I — Ao calcular Tg 140°, o valor seréd negativo.
IT — O angulo de 200° ¢ um angulo do 2° quadrante.

IIT — Sen 130° = Seno 50°.

Marque a alternativa correta:
A) Somente a I ¢ falsa.

B) Somente a II ¢ falsa.

C) Somente a III ¢ falsa.

D) Todas sao verdadeiras."

Alternativa B.



I — Verdadeira, pois o angulo 140° pertence ao 2° quadrante, no qual a tangente ¢ sempre
negativa.

IT — Falsa, pois o angulo de 200° ¢ um angulo do 3° quadrante.

III — Verdadeira, pois, para fazer a redu¢do de um angulo do 2° para o 1° quadrante, basta
calcular a diferenca de 180° — x, logo:

Seno 130° = Seno (180° — 130°)

Seno 130° = Seno 50°
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Relatorio da aula ministrada no dia 9 de novembro

Na manha do dia 09/11 iniciamos a aula com 9 alunos e por volta das 8:30 ja tinhamos
14. Com o auxilio do barbante e do giz iniciamos as atividades previstas. Com o giz fizemos 2
circunferéncias no quadro, uma para descrever os elementos: ponto central, raio e didmetro.
Ap6s, utilizando materiais circulares como tampas de potes, fitas adesivas e pratos trazidos,
fizemos as medi¢des do diametro de suas respectivas circunferéncias utilizando o barbante e
depois medimos seu comprimento utilizando uma régua. Com os valores obtidos, solicitamos
para os alunos calcularem a razdo entre a medida da circunferéncia e o raio.

Alguns alunos, quando leram o termo “razdo”, perguntaram se “¢ um menos o outros”
ou indicaram “‘eu nao lembro se € para multiplicar ou dividir”. Tecemos comentarios de que o
“produto” se refere a multiplicagao de valores ou quantidades e “razao” se refere a divisdo entre
valores ou quantidades. Apos obterem os resultados, solicitamos aos alunos quais foram os
maiores valores numéricos calculados, obtivemos valores como 4, 3,9, 3,7 € entdo comentamos
que estes sdo nameros proximos ao 7, A média geral foi de 3,43.

Seguindo o proposto na apostila, € com o auxilio do papel milimetrado, solicitamos que
os alunos desenhassem uma circunferéncia de raio 4cm no papel fornecido, tragassem o
diametro e, utilizando um barbante cortado com a mesma medida do raio, pedimos que
observassem quantas vezes a medida do raio “caberia” em metade da circunferéncia, ou seja,
quantos arcos de 4 cm “cabem” no arco de 180°, ou de um lado do diametro até o outro,
sobrepondo a circunferéncia.

Alguns alunos verificaram que couberam exatamente 3 medidas. Porém, a maioria
seguiu o0 que esperavamos que era medir 3 raios e sobrar um pedago. Explicamos que isso se
da pelo fato € um niimero irracional.

Em seguida explicamos as definicdes de angulo, grau e radiano para que os alunos
pudessem realizar as atividades de transformagdo de graus em radianos e reciprocamente. Os
alunos conseguiram concluir corretamente as atividades, e a maioria resolveu as atividades de
conversao de angulo para radiano utilizando regra de trés. Apenas um aluno resolveu de forma

diferente, pois ele notou que era possivel apenas separar o angulo em soma de angulos que ele
. . . , , 5T . bia
sabia os valores em radianos e junta-los, e um exemplo é ~> que pode ser escrito como 7 + -
~ 5T ° ° °
entdo —- = 180°+45°= 225°.
Iniciamos entdo o contetido de arcos congruos, explicando-o usando o exemplo de um

reldgio, e associamos as voltas completas do ponteiro com os angulos maiores de 360°, e

indicamos que ¢ possivel associar arcos congruos com os dias, discutindo que se considerando



hoje as 13h da tarde, daqui uma hora sera 14h; mas se tomassemos 25 horas, seriam 14h da
tarde também, mas agora no proximo dia. Essa situacdo também ocorre nos angulos congruos,
e tomando a exemplo o angulo de 30° mostra-se que ele ¢ congruo ao angulo de 390°, pois 390°
seria uma volta inteira (360°) mais 30° graus, 390° = 360° + 30°. Apds, oportunizamos mais
uns 5 minutos para os alunos resolverem as questdes e comecamos a resolucao de exemplos no
quadro.

Para o caso do angulo de 1470° primeiramente dividimos ele por 360°, para obter
quantas vezes “inteiras” 1470° pode ser dividida por 360° ou seja, quantas voltas completas
podem ser dadas em 1470°. Mostramos que “cabe” quatro vezes e sobram 30° graus, de modo
que o angulo 1470° pode ser representado por quatro voltas do circulo trigonométrico, mais 30°.

Depois disso, iniciamos a explicagdo do circulo trigonométrico desenhando alguns de
seus elementos no quadro, mas logo tivemos que sair para o intervalo. Apos retornarmos do
intervalo e ja com o circulo desenhado no quadro, continuamos a aula. Destacamos os 4
quadrantes, o eixo da func¢do cosseno e da funcdo seno e fizemos a explicacdo do motivo de o
eixo X corresponde ao eixo dos cossenos € 0 eixo Y ao eixo dos senos e por que a reta das
tangentes precisa estar paralela ao eixo Y e passando pelo ponto (1,0). O raciocinio foi apoiado
por meio do desenho de tridngulos dentro do circulo trigonométrico para que os alunos vissem
que, como o raio da circunferéncia que corresponde a hipotenusa destes triangulos retangulos
construidos sempre tem medida igual a um, os eixos correspondem ao valor do seno e cosseno
de cada angulo. Também mostramos como encontrar a relacdo fundamental da trigonometria,
ligando o conteudo do circulo trigonométrico com as relagdes trigonométricas.

Logo apo6s, com o utilizando a lista de exercicios, fizemos o estudo de sinal das fungdes
trigonométricas seno cosseno e tangente. Os alunos resolveram por dois modos: o primeiro
descobrindo os sinais de seno e cosseno e depois fazendo regra de sinal para descobrir o da
tangente; e o segundo método tragando uma reta e observando onde ela iria encostar no eixo da
tangente. Nenhum aluno teve dificuldade de realizar a atividade.

O proximo exercicio consistia que os alunos desenharem um circulo trigonométrico e
colocassem todos os angulos congruos dos angulos notaveis. A construgao foi realizada com
auxilio do transferidor e do compasso. Notamos que os alunos ja ndo estavam mais motivados
para resolver tal exercicio, tendo apenas feito o desenho da circunferéncia e colocado os
angulos, mas nao estavam calculando o seno, cosseno e tangente de cada angulo. Alguns alunos
perguntaram “Mas vamos ter que calcular todos? Sao muitos!”, no que explicamos que,
observando a simetria do circulo trigonométrico, eles notariam que nao precisariam calcular o

valor de cada um deles, pois s precisariam lembrar dos angulos notaveis.



Com deste comentario, os alunos comecaram a resolver o solicitado. Como alguns
alunos tinham faltado na aula anterior ¢ ndo se lembravam do seno cosseno e tangente dos
angulos notaveis, explicamos novamente para eles. Mas os alunos que estiveram presentes na
ultima aula ndo tiveram dificuldade de lembrar da tabela dos angulos notaveis. Tivemos que
ficar incentivando-os nas respectivas mesas para que efetivamente realizassem o exercicio, o
que foi positivo, pois eles conseguiram perceber a simetria e, assim, resolveram o exercicio.

ApoOs a resolugdo deste exercicio no quadro, e visto que alguns minutos sobrando no
horario previsto, encerramos a aula fazendo no quadro mais uma tabela de seno e cosseno de
outros angulos que usaremos na proxima aula (0°, 90°, 180°, 270° e 360°). Pedimos ajuda dos
alunos para completar a tabela com os valores do seno e cosseno e para que explicassem por
que estas medidas eram sempre -1, 0 ou 1, o que foi realizado sem dificuldades. Em sequéncia,
um aluno perguntou se poderiamos verificar quais sdo os valores da tangente para os mesmos
angulos do exercicio anterior o que foi muito 1til para todos. Mostramos geometricamente que
nao existem as tangentes dos angulos de 90° e 270°, pois as retas que deveriam interceptar a
reta tangente e nos dar o valor da tangente sdo paralelas a propria reta tangente, que passa pelo

ponto (1,0).



2.9 AULA 09 — Fungdes Trigonométricas (23/11)
Plano de Aula
Publico-Alvo: Alunos inscritos no Promat.
Tempo de execugdo: 3 horas e 30 minutos.
Contetdo: Fungdes trigonométricas
e Revisao sobre defini¢do de funcao.
e Grafico da fungdo seno, cosseno e tangente.
e Periodo, amplitude, imagem das fungdes trigonométricas.
Objetivo Geral:
(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de fungdes trigonométricas sabendo identificar
0 que compdem a fun¢do, podendo utilizar o GeoGebra
Objetivos especificos: Ao se trabalhar com fungdes trigonométricas, objetiva-se que o aluno
seja capaz de:
e Entender como as fungdes se comportam
e Identificar o dominio, imagem e periodo de uma fungao
e Construir os graficos pela lei de formacao da fungao
Recursos Didaticos: Apostila produzida pelos autores, quadro, giz, papel sulfite, transferidor,
régua, lista de exercicios impressa, jogo do Dorminhoco modificado.
Construcao dos graficos (60 minutos)
Retomaremos o circulo trigonométrico, que trabalhamos na aula anterior para iniciar a aula. Em
seguida, construiremos uma tabela com os valores da fun¢@o seno, cosseno e tangente em alguns

pontos. Depois disso, utilizando a tabela sera solicitado aos alunos que construam o grafico da

fungao seno.
Tabela 3 - Valores da fungdo seno, cosseno e tangente
n T 3r 5w 3r 7
o] — d _ - - - o
X Orad ) ra > rad 2 rad| mrad 2 rad > rad m 2nrad

sen (X) 0 E 1 E 0 — E -1 — E 0

2 2 2 2
cos (x) 1 E 0 — Q -1 — E 0 E 1

2 2 2 2

tg (x) 0 1 7 -1 0 1 = -1 0

Fonte: Autores, 2024



Figura 49 - Grafico da fungdo Seno
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Fonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas.htm, 2024

A
y = sen(x) ¥

Depois de construir o grafico, discutiremos com os alunos sobre o que ¢ fungdo, dominio e

imagem e vamos reconhecer estes conceitos partindo do grafico do seno.

Funcao: ¢ a relagdo f: A > B (Ié-se f de A em B), em que A é chamado de dominio, B de

contradominio e existe uma lei de formagéo representada por f(x).

Dominio da funcio: sdo todos os valores de entrada possiveis (valores de x do grafico) para a

lei de formacao.

Imagem da funcio: ¢ formada pelo conjunto de todos os elementos correspondentes a algum

elemento do dominio, (valores de y do grafico).

Periodo de uma fun¢fo: uma fun¢do ¢ denominada periddica caso exista um niimero real p >
0, tal que: f(x) = f(x + p). Com isso, o menor valor de p, que satisfaca essa igualdade, ¢

chamado de periodo da funcao f.

Assim, na funcao seno, temos:
Dominio da fun¢io seno: IR
Imagem da funcio seno: [-1,1]
Fungdo seno: f: IR — IR dada por f(x) = sen(x), sendo x o angulo em radianos.
Periodo da func¢ao seno: 27

Em seguida, deixaremos que os alunos construam e identifiquem o dominio e a imagem
das fungdes cosseno e tangente.



Figura 50 - Grafico da fungdo Cosseno
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Fonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas.htm, 2024

Dominio da funcio cosseno: IR
Imagem da funciao cosseno: [-1,1]

Funcio cosseno: f: IR — IR dada por f(x) = cos(x), sendo x o dngulo em radianos.

Periodo da funcao cosseno: 21

Figura 51 - Grafico da fungdo Tangente

Fonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas.htm, 2024

Dominio da funcio tangente: {x € IR | x # g + km, k € Z}


https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas.htm
https://mundoeducacao.uol.com.br/matematica/funcoes-trigonometricas.htm

Imagem da funcio tangente: /R
Periodo da func¢ao seno:

Funcgdo tangente: f:{x € IR | x #+ g + kx,k € Z} - IR dada por f(x) = tg(x), sendo x o

angulo em radianos.

Ao corrigir a fung¢do tangente, mostraremos a anima¢do disponivel em
https://www.geogebra.org/m/vykepyjm

Depois de construirem e identificarem dominio e imagem de cada fun¢ao, vamos abrir
o GeoGebra para conversar sobre os parametros o que cada um pode alterar em cada uma das
fungdes trigonométricas, disponivel em https://www.geogebra.org/m/z9gJwiss

Os alunos deverdo responder o que se pede sobre as funcdes f(x) = a + b.sen(cx +
d)eg(x) = a + b.cos(cx + d).

Exercicio
1- O que acontece com o grafico ao alterar o parametro a?
R: o grafico ¢ deslocado horizontalmente.

2- O que acontece com o grafico ao alterar o parametro b?
R: a amplitude do grafico, ou seja, o intervalo da imagem do grafico pode aumentar ou diminuir.

3- O que acontece com o grafico ao alterar o parametro c?
R: altera-se o periodo da funcgao.

4- O que acontece com o grafico ao alterar o parametro d?
R: o grafico ¢ deslocado horizontalmente.

O periodo da funcio seno.

O periodo da fun¢do f(x) = sen(x) é 2m, mas se x for multiplicado por uma constante,
o periodo mudara.

Quando x ¢ multiplicado por um numero maior do que 1, a fun¢do sofre uma
“aceleragdo”, ou seja, o periodo serd menor, pois os valores de x aumentardo mais rapidamente.
Ja se a constante estiver entre 0 ¢ 1, isso “desacelera” a fun¢ao.

Figura 52: efeito do parametro do grafico de seno

Y y = sin(2x) y = sin(g)
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y = sin(x)

Fonte: Neurochispas, 2024


https://www.geogebra.org/m/vykepyjm
https://www.geogebra.org/m/z9gJwjss

Por exemplo, na fung¢do f(x) = sen(2x), temos a velocidade “dobrada” da fungdo original,
entdo o periodo ¢ m. Ja na fungdo f(x) = sen(g), a velocidade diminui pela metade, logo o

periodo € 4.
Determinar o periodo da funciio seno

Considerando o que discutimos anteriormente, a férmula para encontrar o periodo de
uma fungdo f(x) = a + bsen(cx + d) ¢é dada por:

Podemos fazer o mesmo processo para a fun¢ao cosseno. Ja a fungéo tangente f(x) =
a+btg(cx + d), como o periodo dela ¢ m, a formula ¢ diferente:

T
P=-
c

Exercicios
2T

1) Qual € o periodo da fungao y = sen(3x)? R: 5

2) Dada a fungdo f(x) =5 — 3 sen (%), seu periodo é: R: 6

Funcio par e impar. (10 minutos)

Ao falarmos de fungdes também introduziremos o conceito de fung¢do par e impar. Sem
descrever o que consiste, pediremos aos alunos o que eles entendem ou o acham que ¢ uma
funcdo par e uma fungdo impar.

Com as respostas postas, iremos desenhar exemplos na lousa de ambas as fungdes, para a fungao
par utilizaremos f(x) = x? e para fungdo impar f(x) = x>

Figura 53 — Grafico da funcdo Figura 54 - Grafico da fungio
f(x)=x" f(x)=x>

4

2 4

Fonte: Autores, 2024 Fonte: Autores, 2024

Percebemos que para uma fungao ser par, entdo f(x) = f(—x), e para uma fungéo ser
impar, precisamos que f(—x) — f(x).
Apos essa discussdo, iremos realizar algumas atividades com os alunos.



3) Seja uma fun¢do definida nos reais por f(x) = [ ] + 1. O menor e o maior valor de

(4+cos x)
f(x), respectivamente, sdo:

a)l,6e?2. d)1,4el,6.

b) 1,4 ¢e3. e)2e3.

c)1,6¢3.

4) (FUVEST) O menor valor de ;, com x real, ¢€:
(3—cosx)

a) 1/6. d) 1.
b) 1/4. ¢) 3.
c) 1/2.

5) (ENEM 2021) Uma mola ¢ solta da posi¢ao distendida conforme a figura. A figura a direita
representa o grafico da posi¢do P (em cm) da massa m em fun¢ao do tempo t (em segundo) em
um sistema de coordenadas cartesianas. Esse movimento periddico € descrito por uma
expressdo do tipo P(t) = + Acos (wt) ou P(t) = + Asen(wt), em que A > 0 ¢ a
amplitude de deslocamento maximo e o € a frequéncia, que se relaciona com o periodo T pela

, 2
formula w = r

Considere a auséncia de quaisquer forgas dissipativas.

Figura 55 - Exercicio sobre fungdo trigonométrica Enem
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Fonte: Enem, 2021
A expressdo algébrica que representa as posi¢des P(t) da massa m, ao longo do tempo, no

grafico, ¢
a)—3 cos(2t) ¢)3 cos(2t) e)6 sen(2t)
b)—3 sen(2t) d)—6 cos(2t)

6) (Enem 2018) Em 2014 foi inaugurada a maior roda-gigante do mundo, a High Roller, situada
em Las Vegas. A figura representa um esbogo dessa roda-gigante, no qual o ponto A representa
uma de suas cadeiras: A partir da posi¢ao indicada, em que o segmento OA se encontra paralelo
ao plano do solo, rotaciona-se a High Roller no sentido anti-horario, em torno do ponto O.
Sejam ¢ o angulo determinado pelo segmento OA4 em relagdo a sua posi¢ao inicial, e fa fungdo
que descreve a altura do ponto 4, em relacdo ao solo, em fungao de ¢.



Figura 56 - Roda gigante e fungao trigonométrica
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Disponived am: MipUlan wikipadia ocg Acesso em: 22 abr. 2014 (adaptado)

Fonte: https://xequematenem.com.br/blog/questao-170-enem-2018/. Acesso em: 20 nov. 2024.

Apos duas voltas completas, obteve-se o grafico a direita. A expressao da funcao altura ¢ dada
por:

a)f(t) = 80-sen(t) + 88 d)f(t) = 168 - sen(t) + 88 cos(t)

b)f(t) = 80 - cos(t) + 88 e)f (t) = 88-sen(t) + 168cos(t)

c)f(t) = 88-cos(t) + 168

7) Julgue as afirmativas a seguir:

I — Ao calcular Tg 140°, o valor seréd negativo.

IT — O angulo de 200° ¢ um angulo do 2° quadrante.
III — Sen 130° = Seno 50°.

Quais delas sdo corretas e quais sdo falsas?

8) E correto afirmar que:
01) Sendox +y = g, entdo sen(x) = cos(y).

02) O valor de sen(1500°) ¢ negativo.
04) O periodo da fungdo y = 1 + sen(2x) é m.
08) A equagdo sen(x) = m — 3 possui solugdo para m € [2,4].

9) ENEM 2024 — Projetistas de uma fabrica de amortecedores realizaram uma série de
experimentos que produziram oscilagdes semelhantes ao comportamento do grafico de uma
senoide, para qualquer tipo de estrada. Cada experimento teve duracdo de 20 minutos, sendo os
9 primeiros minutos em superficie que simula uma rodovia asfaltada, e os 11 minutos restantes
em superficie que simula uma estrada de chao.

Para os amortecedores serem aprovados no experimento, exige-se que as amplitudes das ondas
oscilatorias, em cada tipo de superficie, sejam constantes e, ainda, que a amplitude da oscilagao
do amortecedor no asfalto seja menor do que sua amplitude da oscilagdo na estrada de chao.

O tipo de grafico que descreve o comportamento oscilatoério de um amortecedor aprovado nesse
experimento ¢



Figura 57 - Graficos de fungdes trigonométricas
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Fonte: Enem, 2024

10) As marés sdo fendmenos periddicos que podem ser descritos, simplesmente, pela funcao
seno. Suponhamos que, para determinado porto, a variacdo da altura (h) da lamina de 4gua em

fungdo das horas (t) do dia seja dada pela fungdo trigonométrica h(t) = 10 + 4 - sen (Z—Zt)

Considerando essa equac¢do, o periodo do dia em que um navio com 12 metros de casco pode
permanecer no porto ¢ de:

a) Entre 3 e 11 horas.
b) Entre 4 e 10 horas.
C) Entre 2 e 10 horas.
d) Entre 1 e 2 horas.
e) Entre 10 e 11 horas.



Atividade Dorminhoco

Figura 58 - Jogo Dorminhoco
JOGO DORMINHOCO
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Fonte: Parmegiani, 2023
Como jogar:

1) Os alunos fardo grupos de cinco pessoas e cada grupo receberd os ANEXOS.

2) Inicialmente, os jogadores deverdo embaralhar as cartas e, em seguida, analisi-las em
conjunto e formar quartetos de cartas que combinem entre si. Uma carta sobrara.

3) Depois, as cartas serdo embaralhadas novamente e distribuidas aos jogadores sendo que
nenhum deles dever4 mostré-las aos colegas. O objetivo de cada jogador serd obter 4 cartas que
combinem entre si.

4) O jogador que receber 5 cartas iniciard o jogo. Ele tomard uma de suas cartas que nao lhe
serve e deslizara a mesma sobre a mesa para o colega da direita. O colega da direita tomard a
carta, verificara se ela lhe serve ou ndo e fard o0 mesmo; assim prosseguira o jogo.

5) A carta solitaria deverd ficar uma rodada com cada jogador. Sendo assim, o jogador que a
receber ndo podera passa-la adiante de imediato, devendo permanecer com a mesma por, pelo
menos, uma rodada.

6) Quando algum jogador conseguir um quarteto de cartas que combinem entre si, ele devera
larga-las vagarosamente sobre a mesa, de forma muito sutil e disfarcada, procurando esconder
esta acdo dos demais colegas.



7) Os jogadores, ao perceberem que um adversario colocou as cartas sobre a mesa, deverao
fazer o mesmo, independentemente do fato de terem formado quartetos ou ndo. O tultimo
jogador a executar esta acdo sera o dorminhoco e perdera o jogo.
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Relatorio da aula ministrada no dia 23 de novembro

Na manhd do dia 23/11, por conta dos feriados ¢ de se tratar do fim de ano,
imaginavamos que o numero de alunos seria bem menor e de fato foi. Da nossa sala de aula
habitual, redirecionamos eles até o laboratdrio de Informatica, e as 08:00 estavam presentes 2
alunos, e por volta das 08:20 com 6 alunos iniciamos as atividades.

Com o auxilio da lousa, realizamos um desenho do circulo trigonométrico para retomar
os assuntos de graus, radianos e relagdes trigonométricas, seno, cosseno e tangente. Os alunos
aparentavam estarem meio receosos para responder as perguntas dos professores, de modo que
ainda ndo era possivel averiguar se haviam realmente compreendido o conceito, ou se apenas
estavam receosos de responder. Para verificar se, de fato, eles compreenderam, fizemos mais
exercicios no quadro com participacao deles, em vez de deixa-los fazer sozinhos, como
haviamos planejado.

A primeira atividade consistia em realizar uma tabela para associar os valores de seno,
cosseno e tangente aos angulos ja estipulados. Preenchemos com eles os valores para 0°, para
que entendessem a proposta da atividade. O professor supervisor fez alguns apontamentos
enfatizando as explicagdes que tinhamos feito na Gltima aula, de que os valores obtidos para o
seno, cosseno e tangente sdo relagdes entre os segmentos de retas. Assim, percebemos que os
alunos compreenderam melhor como sdo obtidos aqueles valores. Em seguida pedimos para
que os alunos preenchessem o restante da tabela e todos concluiram com sucesso. Durante a
corre¢do da tabela com os estudantes, uma aluna foi bem participativa e nos auxiliou a monta-
la completamente.

Na sequéncia, fizemos a atividade de construcao do grafico da fun¢do seno, de acordo
com os dados da tabela construida anteriormente. Alguns alunos conseguiram fazer a

construcao do grafico antes mesmo que pedissemos para que eles a fizessem. Porém, uma aluna
~ . e . 3 . . . ~ .
nao corrigiu o sinal do seno de > rad, que tinha sido escrito como sendo 1 e ndo —1, de maneira

que o grafico dela tinha ficado com imagem s6 nos niimeros reais positivos, e entdo intervimos
para ajuda-la a corrigir.

Para assistir os alunos que nao tinham entendido como construir o grafico, relembramos
como realizar a localizacao de pontos no plano cartesiano e desenhando-os no quadro. Apos,
discutimos sobre o dominio e imagem de uma fung¢do, declarando que o dominio sdo todos os
valores de x para os quais conseguimos colocar “dentro” da fun¢d@o, ou seja, sdo os valores de

x que podemos substituir em f(x) = sen(x) e encontrar um valor no conjunto dos nimeros



reais. Ja a imagem € o conjunto dos resultados obtidos ao se calcular a fungao seno de todos os
elementos do dominio.

Usando o circulo trigonométrico, explicamos que o grafico € continuo porque o dominio
¢ sempre 0s numeros reais, visto que qualquer nimero dado, ¢ sempre possivel encontrar um
seno e cosseno no circulo trigonométrico. Para aproveitar melhor o tempo restante que tinhamos
no laboratorio, construimos com eles apenas a fungdo seno apresentado na apostila impressa e
disponibilizada, para que conseguissemos abordar o planejado com o GeoGebra ainda na
primeira metade de aula.

A atividade do GeoGebra consistia em abrir uma atividade pronta com controles
deslizantes que viabilizam observar quais mudangas acontecem no grafico quando se alteram
os parametros da fun¢dao seno. Os alunos responderam somente observando o grafico e
participaram quando da discussdo com o grupo todo. Ao chegar o horario do intervalo,
finalizamos as atividades no laboratdrio e pedimos aos alunos para arrumarem seus materiais
uma vez que voltariamos para a sala de aula.

Na segunda metade da aula iniciamos as atividades solicitando para que os alunos
fizessem os graficos do cosseno e tangente na apostila impressa, e descrevessem o dominio,
imagem e periodo das funcdes. Para o cosseno, visto sua semelhanca ao do seno, os alunos nao
tiveram dificuldade em responder quando corrigimos no quadro. Todavia, para a tangente,
verificamos que os alunos ndo entenderam qual seria um esbog¢o do grafico, entdo tivemos que
acompanha-los na resolugdo deste exercicio nas mesas.

Para ajuda-los, esclarecemos novamente como se realiza tal esbogo utilizando o circulo
trigonométrico, pois nele quanto mais proximo de 90°, maior o valor da tangente, ja que maior
serd o segmento formado no eixo das tangentes. Também relembramos sobre o exemplo do
laser na primeira aula de relacdes trigonométricas, em que quanto mais proximo de 90°, maior
foi a distancia percorrida pelo laser.

O uso do software GeoGebra auxiliou na compreensao da descontinuidade da fungao

tangente quando tg(x) = g + km. De maneira expositiva explicamos como obter o periodo das

funcdes seno, cosseno e tangente. Nessa parte da aula, os alunos compreenderam os conceitos,
j& que quando perguntamos individualmente, eles conseguiram responder, mas ndo foram tao
participativos. Nos exercicios, passavamos de mesa em mesa para auxilia-los.

Resolvemos os 2 exercicios propostos na lista € em seguida come¢amos a resolver o

exercicio do ENEM, pois queriamos que os alunos tivessem tempo de jogar o jogo



“dorminhoco” que preparamos, mas que tivessem pelo menos 1 exercicio de vestibular
resolvido.

Assim, faltando 35 minutos, encerramos as explicagdes € iniciamos 0 jogo, que consistia
em juntar 4 cartas que descreviam uma fungdo trigonométrica. Uma carta descrevia a lei de
formagao, outra a imagem, a terceira o periodo e a quarta a amplitude do grafico da func¢do. No
inicio os alunos nao entenderam muito bem o objetivo do jogo, o qual consiste em abaixar as
cartas discretamente depois que o primeiro jogador abaixou. Uma aluna conseguiu formar o
grupo necessario na primeira rodada e logo abaixou, mas levou cerca de 4 rodadas a mais para
que os outros jogadores percebessem.

Depois desta primeira partida, todos eles foram bem. Apods a terceira partida,
acrescentamos mais um baralho para que nos jogassemos com eles também. A aula acabou ap6s

um dos alunos ganharem quinta rodada.



2.10 AULA 10 — Gincana (30/11)

Nesta aula, todos os grupos do Promat irdo se reunir para fazer uma gincana final com
os estudantes. Todos os alunos de todas as turmas presentes no dia formarao grupos, os quais
competirdo uns com os outros. Os estagiarios ficardo responsaveis por elaborar dez estandes
diferentes. Os grupos terdo 15 minutos em cada estande para participar da gincana proposta e
acumular pontos. Ao final, ganhara o grupo que somar mais pontos.

Diante disso, esse plano de aula possui autoria nao sé do nosso grupo, mas também de
todos os outros estagiarios. Segue abaixo uma listagem com todas as gincanas planejadas em

cada estande.

Mairi e Michelli — Quebra-cabeca

Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio

Tempo de execucao: 4 horas aula

Conteudo: Trigonometria

Objetivo Geral: Desenvolver o raciocinio logico.

Objetivos Especificos: Ao se trabalhar com a montagem de quebra-cabecgas contendo imagem
gerada pela IA a partir da sequéncia de Fibonacci, objetiva-se que o aluno seja capaz de
desenvolver o raciocinio logico através das questdes de cada envelope.

Recursos Didaticos: quebra-cabeca, envelope de folha sulfite, caneta, papel de rascunho e
atividades impressas.

Encaminhamento metodologico (20 minutos):

A gincana com os quebra-cabecas consiste em resolver o problema de raciocinio logico
de cada envelope para obter as pecas dos quebra-cabeca. Vale ressaltar que o grupo s6 pegara
o proximo envelope se ele conseguir montar todas as pecas que ja possui. O quebra-cabega
montado inteiro vale 10 pontos (0,25 vezes cada pe¢a montada), caso haja empate, o desempate
¢ realizado por meio da maior quantidade de pecas montadas no menor niimero de tempo.

Figura 59 - Quebra-cabeca




Problemas de logica:
1.Como dividir uma pizza em 8 pedagos realizando apenas trés cortes?
R: Basta cortar a pizza em 4 partes com dois cortes perpendiculares e um corte circular, como

se fosse por recheio na pizza, tem-se assim 8 pedagos.

2.Existem quantas maneiras de se ter vinte e cinco reais apenas com cédulas de um, cinco e dez
reais?

Resposta: 12

3.Um estudante terminou um trabalho que tinha n paginas. Para numerar todas essas paginas
iniciando com a pagina 1, ele escreveu 270 algarismos. Entdo o valor de n ¢?

Resposta: 126

4.0 pai do Padre € o tnico filho do meu pai. O que o Padre ¢ meu?

Resposta: filho.

5.A escada de um prédio tem 25 degraus. Se Maria subiu 5 degraus, desceu 9 e ao subir mais 6
viu que so faltavam 3 degraus para chegar ao ultimo degrau da escada, em que degrau ela estava
quando comegou a contar?

Resposta: 20

6. Sabe-se que:
Rita tem 6 (seis) anos a mais que Ana e 13 (treze) anos a mais que Bia;
Paula tem 6 (seis) anos a mais que Bia.
Entdo, com relagdo as 4 (quatro) pessoas citadas, ¢ correto dizer que:
a) Rita ndo ¢ a mais velha;
b) Ana ¢ a mais nova;
c) Paula ¢ mais nova que Ana;
d) Paula e Ana tem a mesma idade;
e) Rita e Paula tem a mesma idade.

Resposta: Paula ¢ mais nova que Ana.



Referéncias

ASTH, Rafael C.. Desafios matematicos para estimular seu raciocinio. Publicado em Toda
matéria. Disponivel em: https://www.todamateria.com.br/desafios-matematicos/. Acesso em:
18 out. 2024.

Calcule mais. 2004. Disponivel em:  https://calculemais.com.br/exercicios-de-
matematica/835/raciocinio_logico-exercicio-exercicio_19. Acesso em: 16 nov. 2024.

CLUBES de Matematica da OBMEP: Probleminha corte a pizza. Probleminha corte a pizza.
Disponivel em: https://clubes.obmep.org.br/blog/probleminha-corte-a-pizza/. Acesso em: 18
out. 2024.

DESAFIO de logica 215. Disponivel em: https://www.concursos.com.br/desafios/desafio-
logica-215.html/. Acesso em: 18 out. 2024.

FUVEST. Publicado em: Passei direto. Disponivel em:
https://www.passeidireto.com/pergunta/146532468/14-fuvest-um-estudante-terminou-um-
trabalho-que-tinha-n-paginas-para-numerar-tod. Acesso em: 18 out. 2024.

MATEMATICA. 2001. Prova objetiva PUC Rio. Disponivel em: https:/www.puc-
rio.br/vestibular/repositorio/provas/2001-2/matoo.html. Acesso em: 18 out. 2024.

Shimmer e Ruan — SET!
Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio
Tempo de execuc¢ao: 20 minutos
Objetivo Geral: Desenvolver o reconhecimento de padrdes.
Recursos Didaticos: Jogo SET!
Encaminhamento metodologico (20 minutos):
O jogo SET! ¢ um jogo competitivo em tempo real em que cada jogador buscar formar
conjuntos de cartas entre as do tabuleiro e decorre da seguinte forma:
1. Cada carta do jogo possui quatro caracteristicas -- forma presente, cor, preenchimento
e quantidade de formas;
2. Um SET ¢ um conjunto de trés cartas, em que cartas entre as cartas, cada uma das
caracteristicas devem ser todas diferentes;
3. Um jogador embaralha todas as cartas e, entdo, posiciona 12 cartas no tabuleiro;
4. Os jogadores irdo competir contra os professores Shimmer e Ruan, buscando encontrar
SETs dentre as cartas presentes;
5. Quando um jogador encontra um SET, ele anuncia para o grupo, mostra as cartas
encontradas e, se for realmente um SET, ele as toma para si. Em seguida, as trés cartas

sdo0 repostas € 0 jogo continua;
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O jogo vai ocorrer por 20 minutos. Ao final desse tempo, os jogadores contardo a
quantidade de SETs formados. Cada SET contara por cinco pontos.

O grupo vencendo sera aquele que tiver mais SETs.

Alisson e Vitor — RPG (Plano Cartesiano)
Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio
Tempo de execuc¢ao: 20 minutos
Encaminhamento metodologico (25 minutos):

Para adaptar o RPG para uma atividade rapida e pontudvel, removeremos o aspecto
narrativo ¢ utilizagdo de personagens. Utilizaremos os mapas com desafios relacionados com
Geometria Analitica. Serdo utilizados os 16 mapas disponiveis, formando 4 planos cartesianos
com 4 quadrantes cada. Cada plano cartesiano sera composto por 4 desafios, distancia entre
pontos, ponto médio de segmento e equagdes ¢ intersecgdes de retas, em que cada um destes
sdo elementos graficos do mapa.

A pontuagao sera dada ao resolverem os desafios e completarem os mapas, sdo 0,5
pontos por desafio e 0,5 pontos ao fecharem um mapa, totalizando 2,5 pontos por mapa e 10

pontos totais. Abaixo seguem os mapas e os desafios pertinentes a cada um.

)

3

Fonte: Alisson e Vitor, 2024

Desafios:



1- “Centralizado entre o cacto mais ao leste e o poste mais ao sul, encontra-se o
proximo desafio”.

Esse enigma faz referéncia ao cacto localizado no ponto (9,3) e o poste no ponto (-4,-

8), e quando se diz centralizado entre esses pontos estd pedindo para calcular o ponto médio
entre eles. No caso (2.5, -2.5).

2- “Duas retas, uma formada pela estatua destruida e o poste ao norte do templo
alagado, e a outra formada pela lanterna e o peixe que nada para o sul. O ponto de
encontro dessas linhas indica o proximo desafio.”

Essa dica faz referéncia a estatua danificada (-7, 6), ao poste (-7, -1) no templo, ao peixe

(-1, -3) e a lanterna (-3, -1). O enigma solicita que os alunos calculem o ponto de intersec¢ao
das retas formadas pela estatua e o poste (x = —7) e a reta formada pelo peixe e a lanterna
(=x —y = 4), o ponto de interseccdo ¢ a estatua inteira na igreja (-7, 3).

3- “Para encontrar o proximo desafio, é necessdrio descobrir a distancia entre o
escaravelho e a fogueira”

Escaravelho (5, 8), a fogueira (8, -8), ¢ a distdncia ¢ 16,28 unidades.

4- “Qual a equagdo da reta que passa pela raiz morta e a grande piramide? ”’

Esse desafio trata da equagdo da reta formada pela arvore seca (3, -3) e o topo da

piramide (7, 7), que € (—5x + 2y = —21).

Fonte: Alisson e Vitor, 2024
Desafios:



1- “Para avangar para o proximo desafio, responda: qual é a formula que descreve
com precisdo a linha que passa por essa muralha?”

O desafio envolve calcular a equacdo da reta que passa pela muralha do deserto (2x +

y = 24).

2- “Na antiga ruina, uma velha mesa repousa, enquanto no santudario, um altar
venerado ergue-se em siléncio. Qual a distancia entre os dois?”.

Esse enigma solicita que seja calculada a distancia entre a mesa da ruina (-4, -7) e o altar

no templo (6, -2), que ¢ 11,18 unidades.

3- “Em meio fogo um rio de lava corre fervente, enquanto um caminho perdido se
esconde entre as areias quentes. A intersecdo entre essas duas retas revela indica o
proximo desafio”.

Esse desafio se refere ao rio de lava no inferno (2x — 3y = —11) e o caminho escondido

no deserto (9x — 4y = 18) e pede sua interseccao (5.16, 7.11).

4- “No deserto, jaz o cranio de uma besta desconhecida, e no templo, o pergaminho
dos segredos esquecidos. O proximo desafio se encontra no ponto médio dos dois”.

Essa dica solicita o ponto médio entre o cranio (4, 1) e o pergaminho (4, -2), no caso (4,

-0.5).

Fonte: Alisson e Vitor, 2024



Desafios:

1- “Em meio a floresta existe um rio que corre de forma linear, descubra a formula
que guia o seu caminho para o encontrar o proximo desafio”.

Esse enigma solicita que os alunos calculem a equagdo do rio (2x +y = —17).

2- “Entre o medo e o gelo, uma distancia deve ser encontrada, um antigo e
abandonado pogo e a entrada para um pordo gelado”.

Para esse enigma ¢ necessario calcular a distancia entre o pogo (-1, 1) e a porta do pordo do
navio (4, 8), que ¢ 8,6.

3- “Para encontrar o proximo desafio, ache a intersec¢do de duas retas, uma formada
pela poltrona rasgada na mansao e pela bussola no navio e a outra que passa pela
ponte”.

Esse desafio requere que o aluno encontre o ponto de intersec¢do entre a reta da ponte (—x +
y = 1), e a reta formada pela poltrona rasgada e bussola (y = 8), que nos deixa com o ponto
(7, 8).

4- “Na floresta encantada, entre a bela flor ao sul e a planta carnivora, o proximo
desafio se encontra”.

Nesse desafio, ¢ preciso encontrar o ponto médio entre a flor mais ao sul da floresta (5, -9) e a
planta carnivora (4, -5), que € (4.5, -7).
Figura 63 - Desafio RPG IV

Fonice: Alisson e Vitor, 2024
Desafios:



1- “Para avangar é preciso encontrar a intersec¢do de duas retas. Uma delas passa
pelo sofa antigo da fazenda, um local de descanso e lembrangas. A outra estd no
cemitério, entre os tumulos esquecidos, passando por um tumulo ao lado oeste do
anjo guardido e o outro logo ao sul do primeiro, depois do caminho de pedra’ .

Esse desafio solicita que os jogadores encontrem o ponto de intersec¢do das retas formadas pelo
sofa na fazenda (x + y = 1), e a reta formada pelos taimulos (-7, 5) e (-7, 2), a reta (x = —7),
o ponto de interseccao ¢ (-7, 8).

2- “O proximo desafio se encontra no ponto médio de dois elementos. A cabe¢a de um
cervo, que guarda memorias antigas, e um pogo, onde a dgua guarda a promessa de
sobrevivéncia”.

Esse desafio pede o ponto médio entre o cervo (9, -3) e o pogo (3, -5), e o ponto médio ¢ (6, -
4).

3- “Nas planicies cartesianas esquecidas, a estatua de um anjo observa silenciosamente
o horizonte, enquanto um velho barril de madeira flutua, cheio de segredos do
passado. Qual a distancia entre os dois?”

Nesse desafio os jogadores precisam descobrir a distancia entre o anjo (-5, 5) e o barril (-9, -8),
que ¢ 13,6.

4- “De um lado, morto entre as palmeiras. Do outro, a estdatua de Anubis, o guardido
das almas. Para prosseguir, vocés devem tra¢ar o caminho que une esqueleto e a
estatua de Anubis”.

Esse desafio solicita que os jogadores encontrem a equacdo de reta que passa pelo

esqueleto (-2, -2) e a estatua de Anubis (3, 4), que é (—6x + 5y = 2).

Cassiano e Anderson — Caca ao Tesouro
Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio
Tempo de execuc¢ao: 20 minutos
Objetivo Geral: Reconhecer e resolver conceitos do Circulo Trigonométrico.
Recursos Didaticos: Envelopes, pistas e desafios.
Encaminhamento metodolégico (20 minutos):
Para realizar o jogo Caca ao Tesouro, serdo necessarias 3 estacdes, nas quais teremos
desafios que incluem medidas de arco e angulos no ciclo trigonométrico. Cada grupo terd um

percurso de estacdes definidas antecipadamente.



Sera entregue a primeira pista, em que o grupo encontrard o 1° desafio, e, contemplado
a resposta, o grupo recebe a 2* pista para o proximo Desafio. Os desafios e pistas sdo
distribuidos dessa maneira até o ultimo desafio.

Desafio 1: “Um reldgio analogico marca 5 horas. Qual ¢ o menor angulo formado pelos
ponteiros das horas e dos minutos?” Resposta: 150°

Desafio 2: Construa o ciclo trigonométrico € marque os pontos correspondentes aos

~ T 4w 7m 107 o A
angulos 333 s Qual a figura geométrica se formou? Resposta: Como dois angulos

coincidem no ponto A e os outros dois também coincidem no ponto B, formam um segmento
de reta. A representacao desses pontos esta presente na Figura abaixo.

Figura 64 - Desafio Ciclo Trigonométrico I
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Fonte: Cassiano e Anderson, 2024

Desafio 3: Uma roda gigante possui raio de 20 metros. Se um passageiro estd no ponto
mais alto da roda gigante e gira um angulo de 135° no sentido horério, qual sera sua nova altura
do solo? Resposta: ao girar um angulo de 135°, o passageiro estd a 45° do eixo horizontal e
vertical da roda gigante, no 4 quadrante. Para determinar a altura, sera:

V2
Altura = r — rSen(45°) = 20 — 207 =20 —10V2 = 20 — 14,14 = 5,86 metros



Figura 65 - Desafio Ciclo Trigonométrico 11
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Fonte: Cassiano e Anderson, 2024

Pista 1: Sempre podemos encontrar conhecimento, mas existe um lugar que ¢ especial,
que voce encontra conhecimento em paginas. O proximo desafio esta em frente deste lugar, nas
flores que perfumam o lugar.

A pista leva em frente a Biblioteca.

Pista 2: Homenagem ao governador Mario Pereira, existe um monumento na Unioeste.
O Préximo desafio estd aos arredores do monumento.

A pista leva ao Monumento Mario Pereira.

Pista 3: Para subir ou descer, ¢ necessario girar como se fosse um ciclo trigonométrico.
O proximo desafio encontra-se na base deste ciclo.

A pista leva para o R.U.

Marca o maximo de pontos o grupo que resolver o ultimo desafio em até 20 minutos.

Fabricio e Milleni: Adivinhando Volume, Peso e Comprimento
Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio e de graduagao.
Tempo de execug¢io: 20 a 30 minutos.
Conteudo: Volume e medidas de figuras espaciais
Objetivo Geral: Estimar grandezas utilizando medig¢des indiretas
Objetivos Especificos:
e Trabalhar a nogao de escalas;
e Estimar valores com base em comparagoes.
Recursos didaticos: Recipientes de diferentes formatos e tamanhos (como copos, garrafas,

jarros); liquidos para encher os recipientes; objetos de diferentes pesos (livros, bolas,



brinquedos etc.); objetos de diferentes comprimentos (lapis, cordas, cabos etc.), instrumentos
de medida como balanga e régua.
Encaminhamento metodologico:

Inicialmente, vamos encher os recipientes com quantidades variadas de liquido, e
realizar a medi¢do do peso e comprimento dos objetos selecionados. Cada grupo devera estimar
o volume, peso e comprimento dos objetos indicados. Serdo 4 objetos para estimar o volume, 3
objetos para estimar o peso e 3 objetos para estimar o comprimento.

Os objetos escolhidos para a unidade de medida peso foram uma caixa com bolinhas de
gude (1,100 kg), um notebook (1,730 kg), um kindle (255g) e uma garrafa com um pouco de
agua (75g). Para a unidade de medida comprimento, foram escolhidos uma caixa (20,5cm), um
canudo de formatura (31cm) e um pedago de barbante (1,65m). Por fim, para o volume, foram
escolhidos uma tampinha (10ml), um cilindro obliquo (1400ml) e um poliedro (750ml). A
pontuagdo de cada grupo sera atribuida de acordo com as medidas informadas mais préximas

das corretas.

Felipe K. e Felipe S. — Jogo de raciocinio logico envolvendo feijoes
Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio e de graduagao.
Tempo de execucio: 20 a 30 minutos.
Contetdo: Somas de nimeros inteiros; raciocinio logico.
Objetivo Geral: Exercitar o raciocinio l6gico e organizagdo de pensamentos dos alunos.
Objetivos Especificos:
e Jogar um jogo que envolve raciocinio 16gico;
e Interagir com outros estudantes em discussdes e trocas de ideias;
e Trabalhar em grupo para elaborar uma estratégia para vencer os jogos.
Recursos Didaticos: feijoes, papel e lapis para as contas.
Encaminhamento metodolégico: Sera trabalhado um jogo de raciocinio loégico com os
estudantes, o qual tem as seguintes regras:
1) Jogam dois jogadores, um contra o outro. H4 8 feijoes em uma mesa e cada jogador
possui 5 feijoes em sua mao.
2) O jogo ¢ jogado em turnos. Na sua vez, o jogador ¢ obrigado a fazer uma tnica agao.
As acoes sao:
e Pegar 1, 3 ou 4 feijoes da mesa e coloca-los em sua mao;

e Colocar 1, 3 ou 4 feijoes da sua mao na mesa.



3) Ganha o jogador que coletar o ultimo feijao da mesa.

Todos os alunos jogardo em conjunto contra os professores. Este jogo € planejado de tal
modo que o primeiro jogador a jogar, se jogar corretamente, sempre ganhard. Nao daremos essa
informacgdo de inicio aos alunos, mas deixaremos com que o primeiro turno seja sempre deles.

A fim de vencer o desafio, a estratégia a ser adotada pelos estudantes deve ser a de pegar
ou depositar feijoes na mesa de modo que, ao fim do seu turno, haja 2, 7, 9, 14 ou 16 feijdes
sobre a mesa.

Serdo jogadas cinco partidas com os estudantes. A primeira valerd 5 pontos. A segunda
10, a terceira 10, a quarta 25 e a quinta 30 pontos. O intuito do valor baixo nas primeiras
tentativas € o de fazer com que os estudantes as utilizem para testar o jogo e criar uma estratégia.

Ao final das 5 partidas, falaremos que o primeiro a jogar sempre ird ganhar e sera
solicitado aos estudantes que expliquem a estratégia necessaria para vencer 0 jogo € OS
professores irdo avaliar a explicagdo, recompensando-a com pontos.

Se os estudantes elaborarem uma resposta que atinja o nivel “precisamos deixar 2 feijoes
na mesa”, serao dados 15 pontos a eles. Se o nivel da explicacdo atingir “precisamos sempre
deixar 2, 7, 9, 14 ou 16 feijoes na mesa ao fim do nosso turno”, entdo os estudantes ganhardo
mais 10 pontos (totalizando 25). Por fim, se a explicagao ficar bem elaborada a nivel de “ao fim
do nosso turno, precisamos sempre fazer com que o numero de feijoes sobre a mesa seja um
multiplo de 7 ou um multiplo de 7 mais duas unidades”, eles ganhardo mais 5 pontos
(totalizando 30) nessa atividade final.

Somando a quantidade maxima de pontos a serem feitos pelos estudantes, obtemos 110
pontos. Entretanto, caso a pontuacdo exceda 100 pontos, esses pontos extras serdao

desconsiderados e os alunos receberao a nota maxima de 100 pontos na gincana.

Eduardo e Milena - Atividade Pega-Varetas

Publico-Alvo: Alunos do Ensino Médio e de graduagao.

Tempo de execuc¢ao: 20 a 30 minutos

Conteudo: Sistemas lineares de duas incognitas.

Objetivo Geral: (EFO8MAO08) Resolver e elaborar problemas relacionados a diferentes
contextos e/ou seu contexto proximo, que possam ser representados por sistemas de equagdes
do 1.° grau com duas incognitas e interpreté-los, utilizando, inclusive, o plano cartesiano como
recurso.

Objetivos Especificos:

e Reconhecer e escrever em linguagem algébrica sistemas de equagdo do 1.° grau.



e Resolver sistemas de equagdo do 1.° grau, utilizando, ou ndo, softwares.
Recursos Didaticos: jogo pega-varetas, papel, lapis e borracha.
Encaminhamento metodologico (25 minutos):

Vamos pedir para que os alunos se dividam em dois grupos A e B.

Para este jogo de pega-varetas, vamos reduzir as varetas apenas as cores azul (3 pontos)
e amarela (5 pontos).

Cada grupo se dividira novamente em dois grupos menores (44, 4,, B; e B,) para jogar
uma partida de pega varetas (4, contra A, e By contra B,). De acordo com o numero de varetas
pegas por cada grupo (A e B), formardo um sistema linear de duas incognitas para que o outro
grupo resolva (A ou B). Para cada sistema linear elaborado e resolvido corretamente, os alunos
somarao 10 pontos.

Os alunos poderao jogar, elaborar e resolver tantos sistemas quanto possiveis no tempo
de 25 minutos, para somar a maior quantidade de pontos possivel.

Os professores estardo responsdveis por acompanhar a execucdo e verificar se os
sistemas foram elaborados e resolvidos corretamente.

Luiza — Jogo das borboletas (20 minutos)
Assim que os alunos chegarem, serd entregue 3 cartas ao grupo e 3 para o professor e
as regras serdo explicadas:

Os jogadores poderao colocar uma carta em uma linha conectando uma das borboletas
centrais com outra borboleta, apos colocar a carta, se ela tiver uma seta vermelha sera realizada
a subtragao e se a seta for azul, sera realizada a soma do valor da carta nos botdes das borboletas
ligadas pela linha. Na primeira carta, os alunos podem determinar a quantia de botdes em cada
borboleta, respeitando o valor e a operacdo da carta colocada. Em seguida, serd a vez do
professor, que colocara uma carta e botdes correspondentes a operacgao e valor da carta. E assim
sucessivamente, a cada tridngulo formado com as cartas, o jogador responsavel pela carta que
fechou o triangulo ganha 1 ponto, se formarem um losango, ganha 2 pontos. Totalizando no

maximo 10 pontos.

Relatorio da gincana do dia 30 de novembro

Neste dia, as atividades ndo foram realizadas em sala, mas no espago que se destina a
cantina da universidade, por conta do espagco maior e da proposta de gincana, em que os alunos
de todas as turmas se dividiriam em 10 grupos para a sua realizagdo, que consistiu em 10
atividades diferentes para que os alunos participassem de cada uma delas. Os alunos comecaram

a chegar as 7:45, mas até as 8:00 menos de 20 alunos haviam chegado. Por isso, aguardamos



cerca de 20 minutos para comegar para esperar outros alunos. Ao todo foram 42 alunos
presentes.

Na atividade de pega-varetas, os alunos chegaram e explicAvamos como funcionaria,
conforme o plano de aula. Os alunos, em sua maioria, ndo demonstraram dificuldade em
entender a proposta, exceto uma dupla que, quando falamos que a atividade era para elaborar
um sistema linear, eles ndo souberam dizer o que era. Escrevemos um exemplo no papel e
perguntamos se eles se recordavam, entdo disseram que desta forma sim.

Os primeiros valores que demos para que descobrissem eram 2 para as varetas amarelas
e 3 para as azuis no grupo A; 4 para as amarelas e 7 para as azuis no grupo B. Cada grupo (A e
B) se subdividia novamente, normalmente uma dupla formava o grupo A e assim um jogava
contra o outro e a pontuacao de cada um deles formava uma equagao linear. Alguns grupos se
subdividiam primeiramente em um trio e uma dupla, ou dois trios, mas quando isso acontecia,
dois do trio jogavam e o outro fazia as anotagdes.

Primeiramente eles tiveram dificuldade de relacionar as cores com as incognitas. Por
exemplo, tentavam escrever 2x + 3y = 17, colocando x e y como os valores das pontuagdes
das varetas, e ndo do nimero de varetas pegas. O objetivo era o contrario, deixar como
incognitas os valores das pontuagdes das varetas e ndo o nimero de varetas pegas.

Outra dificuldade foi a de relacionar a mesma informagdo com a mesma incégnita. Por
exemplo, chamavam de x o valor da peca amarela em uma das equacdes, mas na outra
chamavam a peca amarela de y, o que fazia o sistema ficar errado, entdo tivemos que intervir,
mas conseguiram entender como manter as incognitas em ambas as equacdes.

O maior obstaculo foi a parte da resolugdo. Como ndo tinhamos controle sobre o nimero
de pegas que os alunos poderiam pegar, as vezes os numeros envolvidos nas equacdes
resultantes ficavam muito grandes, o que dificultou os célculos e a resolucdo. Para ajuda-los a
pontuar mesmo assim, demos 5 pontos para cada sistema elaborado corretamente e 10 pontos
para os solucionados corretamente.

Todos os alunos se mostraram participativos e animados, observando de longe as outras
atividades acontecendo, percebemos que os alunos ndo ficaram parados, estavam todos
engajados em resolver os desafios propostos.

A outra atividade ministrada por nosso grupo de estagiarios foi a que consistia no jogo
de raciocinio l6gico envolvendo feijoes. Assim como constatado no plano de aula, jogamos 5
jogos com cada um dos grupos de alunos presentes.

Uma das maiores dificuldades que tivemos foi como ser justos com todos 0s grupos.

Isso porque, quando o grupo fazia alguma jogada errada, tinhamos que decidir entre deixa-los



ter a vantagem novamente por meio de uma jogada errada na nossa parte ou aproveitar a
vantagem dada a nos para jogar corretamente e vencer a rodada contra o grupo. Entretanto,
foram muitas rodadas jogadas com diversos grupos e muitas possibilidades diferentes
ocorreram. Sendo assim, procuramos tratar todos os grupos de maneira igualitaria, dando uma
certa quantidade de chances para que o grupo vencesse a rodada, mas mudando a abordagem e
vencendo deles apds algumas tentativas falhas.

Outro detalhe foi que alguns grupos conseguiam jogar corretamente € vencer as
primeiras rodadas, mas ndo conseguiam formular uma maneira organizada de estruturar uma
estratégia. Sendo assim, acabavam perdendo as rodadas finais, as quais valiam mais pontos, o
que acabou prejudicando-os, pois, por um deslize nos jogos finais, deixaram de ganhar muitos
pontos. Uma alternativa para esse problema seria deixar todas as rodadas com o mesmo peso,
0 que acabaria, entretanto, mudando a dindmica e as premissas da gincana.

Nenhum grupo conseguiu obter a pontuagdo maxima. O grupo que mais se aproximou
desse cendrio marcou 95 pontos. Cerca de quatro grupos de todos os dez conseguiram chegar a
conclusdao de que € preciso deixar dois feijoes na mesa para que seu oponente perca o jogo.
Dois grupos apenas concluiram que, para fazer com que seu oponente fique com dois feijdes na
mesa em seu turno, devemos deixa-lo com sete feijoes em um turno anterior. Sendo assim, de
acordo com o planejado no plano de Aula, nenhum grupo receberia os 15 ultimos pontos da
atividade. Entretanto, para recompensar os dois grupos que conseguiram desenvolver seu
raciocinio de maneira mais elaborada, decidimos dar a eles os 10 pontos previstos para um
raciocinio melhor.

Um ponto positivo dessa gincana foi que ela ndo exigia a efetuagao de calculos. Sendo
assim, notamos que os alunos estavam mais dispostos para a atividade. Um ponto negativo que
pudemos notar ¢ o de que alguns alunos tomavam a iniciativa e participavam ativamente,

enquanto alguns outros ficavam de lado e ndo participavam tanto.



SECAO 3 - CONSIDERACAO FINAIS

Assim como na edi¢cdo anterior do Promat, da qual haviamos participado, participar
deste processo contribuiu muito com nossa formagao académica. Por se tratar de um ambiente
de ensino com certas diferencas quando comparado ao colégio (tais como aulas mais longas e
mais espacadas, bem como estudantes mais dispostos), as aulas oferecidas pelo programa
trazem perspectivas novas tanto para os discentes, quanto para nos.

Por meio dessa vivéncia, pudemos encarar alguns dos desafios vistos em outras matérias
da graduagdo, tais como a defasagem de aprendizado e a presenga de alunos com necessidades
especiais em sala, bem como colocar em pratica os conhecimentos teoricos adquiridos acerca
da didatica do ensino. Ao tragar um comparativo entre o inicio e o fim das aulas, pudemos
verificar que houve uma mudanga significativa e benéfica em nossos modos de planejar e
executar aulas. Nas tltimas aulas, tinhamos mais presenga de sala, dominio de conteudos,
engajamento dos estudantes e coesdo nas agoes entre nds estagiarios.

Com relagdo a receptividade dos alunos, imagindvamos que a dindmica em grupo seria
a ideal por ter sido trabalhada na nossa regéncia anterior com sucesso. No entanto, percebemos
que os alunos ndo eram tdo participativos ao atuarem em grupo, mas achavam interessante
quando os professores se aproximavam para tirar davidas individualmente, pois explicavam o
raciocinio utilizado até o momento, mostravam algumas conjecturas que eles esperavam que
poderiam ser o caminho certo para resolugdo de exercicios e ndo tinham medo ou vergonha de
fazer perguntas, mesmo que fossem sobre contetidos mais basicos.

Quanto as metodologias utilizadas, aprendemos mais sobre como o uso de materiais
didaticos sdo recursos que promovem uma aprendizagem mais significativa e concreta, além de
maior memoriza¢gdo, como no caso da atividade da constru¢do do niimero Pi, do plano
cartesiano com as carteiras para calcular distdncias entre pontos, além dos recursos
tecnologicos, como o GeoGebra, que permite a exploragdo de propriedades de forma intuitiva
e mais rapida.

A experiéncia de regéncia no Promat também destacou pontos que ainda precisam ser
aprimorados para garantir um planejamento mais eficiente e maior fluidez na atuacgdo
profissional no futuro. Um exemplo disso ¢ a necessidade de ter um plano de contingéncia para
situacdes imprevistas, como a consequéncia da procrastinagao da reserva de um laboratério de
informdtica em um momento critico. Além disso, estar preparado para possiveis perguntas ou
respostas dos alunos ¢ essencial para encontrar as melhores maneiras de auxilia-los de forma

rapida e eficaz.



Agradecemos a orientagdo dos professores Dulcyene Maria Ribeiro ¢ Rogério Luis
Rizzi, os quais foram atenciosos conosco durante todo o processo, dando sugestdes e
contribui¢cdes para um bom encaminhamento das aulas. Agradecemos também a professora
Pamela Gongalves, também sempre muito receptiva e que nos ajudou a concretizar o desafio

de ministrar os dois estagios obrigatorios simultaneamente.
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